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 » 4 7± « و » 6 11±  باید سعی کنیم زیر رادیکال‌ها مربع کامل بسازیم. خودِ »
 » 8 2 7± 12« و » 2 11±  را نمی‌توانیم به فرم مربع کامل بنویسیم، اما دو برابرشان، یعنی »

مربع کامل‌اند، ببینید:
8 2 7 7 1 1

2± = ±( ) ( ) 12 و 2 11 11 1 2
2± = ±( ) ( ) �

2 ضرب می‌کنیم تا زیر رادیکال‌ها همگی   بنابراین صورت و مخرج کسر را در
دو برابر بشوند:
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 تساوی‌های )1( و )2( را در کسر آخر جای‌گذاری می‌کنیم:

M =
- + +

+ + -
= - + +
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داخل همهء قدرمطلق‌ها مثبت‌اند؛ پس خودشان را از قدرمطلق بیرون می‌آوریم:

M = - + +
+ + -

= =( ) ( )
( ) ( )
11 1 11 1

7 1 7 1

2 11

2 7
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7
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 2-  ١

١ اگر b ،a و c سه جملهء متوالی یک دنبالهء حسابی باشند، می‌توانیم   
Â²»H ÁoiA Âõw»+ = ´2 a یا  c b+ = 2 رابطهء مقابل را برایشان بنویسیم:�

٢ در دنباله‌های حسابی، قدرنسبت d برابر است با:
d a a a a a an n= - = - = = - -2 1 3 2 1

 �
 » t d+ «، »t« و» t d- ٣ سه جملهء متوالی از یک دنبالهء حسابی را می‌توانیم به صورت »

در نظر بگیریم.

 به گفتهء سؤال b ،c و a سه جملهء متوالی از یک دنبالهء حسابی‌اند؛ پس طبق مورد )2(
 c t d= - b و t= ، a t d= + درس‌نامه می‌توانیم بنویسیم:�

ax به این صورت درمی‌آید: bx c2
2 0- + = بنابراین معادلهء

 ( ) ( ) (t )t d x t x d+ - + - =2
2 0 �

D به دست می‌آوریم:  ریشه‌های معادلهء بالا را به کمک

x
t t t d t d

t d
t t t d

t d=
± - - + -
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± - -
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2t d
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b و ریشهء  = +
+

= +
+

=2 2

2

2

2
1

t d
t d

t d
t d( )
( )
( ) d است، پس ریشهء بزرگ‌تر معادله برابر >0 چون

a است. = -
+

= -
+

= -
+

2 2
2

2
2

t d
t d

t d
t d

t d
t d( )

( )
( ) کوچک‌تر معادله برابر

 تا این‌جا فهمیدیم جمله‌های دنبالهء حسابی، به این صورت‌اند:

 a b, , , , : , , , ,c b a t d
t d t d t t d

a
a a a a
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- +
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، مساویِ d است: a a
5 4

- طبق مورد )2( درس‌نامه
1 1 1 2- + = Þ - - = Þ = -( ) (*)t d d t d d t d �

t d t d
t d d- - -

+
= a هم باید مساوی d باشد:� a

2 1
-

:1 2- d  طبق )*( می‌توانیم به جای t در تساوی بالا بنویسیم
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1 2
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2 2d d d d d �
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d d
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d را می‌پذیریم. این مقدار  = 1

2
 به گفتهء سؤال قدرنسبت عددی مثبت است؛ پس

 t = - = - =1 2
1

2
1 1 0( ) dبا در )*( جای‌گذاری می‌کنیم تا به t برسیم:�

a را هم به دست بیاوریم:
b

 حالا که t و d را داریم، می‌توانیم مقدار

 a
b

=

-
+ =

-

+
= -

t d
t d
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0
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1
1 �

 3-  ٢

با   ax bx c2
0+ + = درجه‌دوم معادلهء  ریشه‌های   b و  a اگر  ١  

باشند، در این صورت جمع )S( و ضرب )P( این ریشه‌ها از رابطه‌های زیر  D >0 شرط 
می‌شوند: محاسبه 

 S b
a= + = -a b P و c

a= =ab �

) محور yها را قطع می‌کند. , )0 c y در نقطهء ax bx c= + +2 ٢ سهمی

سهمی درس‌نامه،   )2( مورد  طبق   

، محور عرض‌ها را در  f x x bx c( ) = + +2

3

2

A قطع می‌کند؛ پس طول AO در شکل  c( , )0 نقطهء

 ABCÆ =120 سؤال گفتهء  به   .c می‌شود  مقابل 

در  و   ABOÆ = - =180 120 60
  پس است، 

یک  با  قائم‌الزاویه  مثلث  یک   ABO مثلث  نتیجه 

60 است. زاویهء
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شبیه‌ساز کنکور )2(

AB و OB تانژانت و سینوس می‌نویسیم تا طول پاره‌خط‌های ÆB = 60
برای ،AOB در مثلث 

هم برحسب c پیدا شوند:

 
tan

sin

60 3
3

60
3

2

2

3





= Þ = Þ =

= Þ = Þ =

ì

í
ïï
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OA
OB

c
OB OB c

OA
AB

c
AB AB c

�

. 2
3

c AB است، پس طول BC هم می‌شود BC= به گفتهء سؤال

 چیزهایی را که تا این‌جا به دست آوردیم روی شکل زیر می‌نویسیم:
همان‌طور که می‌بینید؛ سهمی محور xها 
را در نقطه‌های B و C قطع کرده است؛ 

پس طول نقاط B و C، ریشه‌های معادلهء

2 هستند.

3
0

2x bx c+ + =

�

 OC c c c= + =
3

2

3

3

3
c است. از طرفی

3
طبق نمودار واضح است که طول نقطهء B برابر

، ریشه‌های  3
3
c c و

3
. حالا می‌توانیم بگوییم 3

3
c است، پس طول نقطهء C هم می‌شود

2 هستند؛ پس جمع و ضرب ریشه‌ها برابر می‌شوند با:

3
0

2x bx c+ + = معادلهء

 
S c c c

P c c c c
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a

x bx c از روی معادلهء را   P S و   به کمک مورد )1( درس‌نامه، 
هم به دست می‌آوریم:

 S b
a

b b= - = - = -
2

3

3

2
P و c

a
c c= = =
2

3

3

2
�

حالا S و P به‌دست‌آمده را در رابطه‌های )1( و )2( جای‌گذاری می‌کنیم:
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بنابراین مقدار bc برابر است با:
 bc = - ´ = - ´

´
= -4 3

3

3

2

4 3

3 2
2 �

 دیگر باید به سؤالات ترکیبی عادت کنید.

 4-  ٣
 را بکشید؛ بعد ستون آخر  ( ( ))P q pÛ Ú  اول جدول ارزش گزارهء

این جدول را با ارزش گزارهء گزینه‌ها مقایسه کنید تا گزینهء درست خودش را لو بدهد.

2n سطر )حالت( دارد. مثلاً جدول ارزش 3  ١ جدول ارزش n گزاره،  
2 سطر دارد؛ ببینید: 8

3 = ،r و q ،p گزارهء
rqp

ددد
ددن
دند
دنن
ندد
ندن
نند
ننن

 p qÛ p )همون p و q( و qÙ ،)q یا p همون( p qÚ ٢ جدول ارزش گزاره‌های
)همون p اگر تنها و اگر q( به صورت زیر است:

 p qÛÛ p qÙÙ p qÚÚqp

ددددد
دندنن
نددنن
نننند

 نشان می‌دهیم. ارزش هر گزاره و نقیضش برعکس هم‌اند. p ٣ نقیض گزارهء p را با

یعنی  ، p q pÛ Ú( ) گزارهء نقیض  ارزش  جدول  درس‌نامه،  کمک  به  اول   
 را می‌کشیم: ( ( ))p q pÛ Ú

 ( ( ))p q pÛÛ ÚÚp q pÛÛ ÚÚ( ) q pÚÚ qqp

ددنددن
دندددن
ندنندن
ننددند

 در ادامه جدول ارزش گزینه‌ها را هم می‌کشیم:
( ) â¾¹Äq¬4��� ��( ) â¾¹Äq¬3��� ��( ) â¾¹Äq¬1���( ) â¾¹Äq¬2���
 ( )p qÙ ( )p qÚ p qÙ p qÚqp

ددددنن
دندنند
نددنند
نننندد

حالا خوب به ستون‌های رنگی دو جدول قبلی نگاه کنید. همان‌طور که می‌بینید جدول ارزش 
٣ دقیقاً یکسان است، پس این دو   در  ( )p qÚ  با گزارهء ( ( ))p q pÛ Ú گزارهء

گزاره هم‌ارزند.

 5-  ۴

 اول طرفین معادله را در عبارتی ضرب کنید که مخرج‌ها حذف شوند؛ بعد سعی 
کنید با دسته‌بندی مناسب, جملات تکرار‌شونده بسازید تا بتوانید از تغییر متغییر کمک بگیرید.

) ضرب می‌کنیم تا دیگر مخرجی باقی نماند: )( )x x- -5 5
2  طرفین معادله را در

 ( )( ) ( )( )( )x x x xx
x

x
x

- - - -
-

+
-

= -5 5 5 5
5 5

2
2 2

2

2
�

 Þ - + - = - - - +x x x x x x x2 2 3 2
5 5 2 5 5 25( ) ( ) ( ) �

 Þ - + - = - + + -x x x x x x x4 2 2 3 2
5 5 2 10 10 50 �

 Þ + + + - - = + -( ) ( ) ( )x x x x x x x4 2 3 2 2
2 5 5 10 10 50 �

. ( )x x2 2+ x در تساوی بالا بنویسیم x x4 2 3
2+ +  حالا می‌توانیم به جای

5- هم می‌توانیم فاکتور بگیریم: همین‌طور از 10 و
 ( ) ( ) ( )x x x x x x2 2 2 2

5 10 50+ - + = + - �
« سه بار تکرار شده، پس از تغییر  x x2 +  همان‌طور که در تساوی بالا می‌بینید؛ »

x استفاده می‌کنیم: x t2 + = متغیر
 t t t t t t t2 2

5 10 50 15 50 0 5 10 0- = - Þ - + = Þ - - =( )( ) Þ =t 5 10,

: x x2 +  حالا به جای t، می‌نویسیم

 
x x x x

x x x x

2 2

2 2

5 5 0 1

10 10 0 2

+ = Þ + - =

+ = Þ + - =

ì
í
ï

îï

( )

( )
�

، هر وقت a و c مختلف‌العلامت بودند  ax bx c2
0+ + =  در معادلهء درجه‌دوم

)یعنی یکی‌شون مثبت بود؛ اون‌یکیش منفی(؛ می‌توانید سریعاً بگویید دلتای معادله مثبت است.
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دلتای بالا  نکتهء  c مختلف‌العلامت‌اند؛ پس طبق  و   a )2(، ضرایب  و   )1( معادلهء  دو  هر   در 
 هر دو معادله مثبت و در نتیجه ضرب ریشه‌های هر کدام برابر است با:

 
x x P

x x P

2

1

2

2

0

0

5 0
5

1
5

10 0
10

1
10

+ - = ¾ ®¾¾ = - = -

+ - = ¾ ®¾¾ = - = -

ì

í
ï

î
ï

>

>

D

D
�

بنابراین حاصل‌ضرب کل ریشه‌های معادله می‌شود:
= حاصل‌ضرب کل ریشه‌ها = - - =PP

1 2
5 10 50( )( ) �

:y بنویسیم x2  بیایید به جای
x
x

x
x

y
x

x
y

x y
2

25 5

2
5 5

2
2

-
+

-
= - ¾ ®¾¾

-
+

-
= -= �

) ضرب می‌کنیم: )( )x y- -5 5 حالا طرفین معادله را در

( )( ) ( )( )x y x yy
x

x
y- - - -

-
+

-
æ
è
ç

ö
ø
÷ = -5 5 5 5

5 5
2 �

Þ - + - = - - -

- - - +

y y x x xy x y

y y x x x y

( ) ( ) (
( )

5 5 2 5 5

2 2
5 5 5

��� �� ��� �� ��� �� ++ 25) �

Þ + - + = - + + -x y x y xy x y2 2
5 2 10 50( ) ( ) �

Þ + + - + + =(x ) ( )2 2
2 15 50 0y xy x y �

) استفاده کنیم: )x y+ 2 x از y xy2 2 2+ +  الان می‌توانیم به جای
( ) ( )x y x y+ - + + =2

15 50 0 �

: x2 x2 را به معادله برمی‌گردانیم؛ یعنی به‌جای y می‌نویسیم در آخر
( ) ( )x x x x+ - + + =2 2 2

15 50 0 ادامهء حل هم مثل روش اول است.�

 6-  ٢
١ اگر f در بازه‌ای یک‌به‌یک باشد، در این بازه وارون‌پذیر است.  

 D R R D
f f f f- -= =1 1, ٢ دامنهء تابع وارون برابر برد تابع است و برعکس, یعنی:

، x را برحسب y پیدا کرده و جای y و x را عوض می‌کنیم. f -1 ٣ برای پیداکردن ضابطهء
آن‌گاه  ، f a b( ) = اگر دیگر  زبان  به   . ( , )b a fÎ -1 آن‌گاه  ، ( , )a b fÎ اگر  

. f b a- =1( )
f را حل کنیم. x a( ) = f کافی است معادلهء a-1( )  برای پیداکردن

( قرینهء یکدیگر هستند. y x= f نسبت به نیمساز ناحیهء اول و سوم )خط -1  نمودار f و
؛ داریم: x D

f
Î -1 f و برای هر f x x- =1( ( )) x داریم DfÎ  برای هر

 f f x x( ( ))- =1 �
f یکسان است. x x( ) = f و x f x( ) ( )= -1  اگر f اکیداً صعودی باشد، جواب‌های معادلهء

 f x x x x x( ) ( ) ( ) | |= - = -2 22 صورت به  می‌توانیم  را   f تابع  ضابطهء   
x و ³0 ، ریشهء داخل قدرمطلق است، پس اگر دامنهء تابع را به دو قسمت x =0 بنویسیم.

x تقسیم کنیم؛ می‌توانیم تابع رو به صورت زیر، بدون قدرمطلق بنویسیم. <0

 f x
x x x
x x x

( )
( )
( )

=
- ³

- - <
ì
í
î

2 0

2 0
�

 حالا باید نمودار تابع را بکشیم:

 x =0 ) و ریشه‌های , )1 1- ، یک سهمی با مختصات رأس y x x x x= - = -( )2 22  
x است؛ پس نمودارش به صورت زیر است )شکل )1((. = 2 و

و   ( , )1 1 رأس مختصات  با  سهمی  یک  هم   y x x x x= - - = - +( )2 22 سهمی  
x است؛ پس نمودارش به صورت زیر می‌شود )شکل )2((: = 2 x و =0 ریشه‌های

             

f برسیم: x( ) حالا قسمت رنگی نمودارهای قبلی را کنار هم می‌گذاریم تا به نمودار تابع

] نزولی اکید است. ضابطهء تابع در  , ]0 1 f در بازهء x( )  همان‌طور که می‌بینید؛ تابع
y است. به کمک مورد )3( درس‌نامه، ضابطهء وارونش را  x x= -2 2 این قسمت به صورت

] به دست می‌آوریم. اول سعی می‌کنیم x را تنها کنیم: , ]0 1 در بازهء

 y x x y x x y x= - Þ = - + - Þ = - -2 2 2
2 2 1 1 1 1( ) ( ) �

 Þ - = + Þ - = +( ) | |x y x y1 1 1 1
2 �

 : - -( )x 1 | باید بنویسیم |x -1 x و در نتیجه به جای - £1 0 است، پس0 1£ £x چون

 - - = + Þ - = + Þ = - +( )x y x y x y1 1 1 1 1 1 �

y x f x x= - + Þ = - +-1 1 1 11( ) جای x و y را عوض می‌کنیم:�

f ضابطهء وارون را به دست ‌آوردیم؛ فقط می‌ماند دامنه‌اش. در قسمت )2( درس‌نامه گفتیم که برد 
] است، , ]-1 0 , بازهء [ , ]0 1 ، برد تابع در بازهء f x( ) f است. طبق نمودار تابع -1  برابر با دامنهء

: [ , ]-1 0 f می‌شود x-1( ) پس می‌توانیم بگوییم دامنهء

 f x x x- = - + - £ £1
1 1 1 0( ) , �

D با امتحان‌کردن یک نقطه می‌توانستیم 
f - = -1 1 0[ , ]  بعد از این‌که فهمیدیم

 , ببینید: ٢ درست است یا  بفهمیم 

 f f
f

f
( ) ( )

( )

( )
0 0 0 0

0 1 0 1 0

0 1 0 1 2

1

1

1
= Þ =

¾ ®¾ = - + =

¾ ®¾ = + + =
-

-

-

�

�
�

 7-  ۴

c و ¹0 y به شرطی که ax b
cx d= +

+
با ضابطهء تابع کسری  ١ به هر   

ad باشد، یک تابع هموگرافیک می‌گوییم. bc- ¹0
f برابر می‌شوند؛ این  -1 ٢ در توابع هموگرافیکی هر وقت a و d قرینهء همدیگر باشند، f و

y می‌شود خودش. ax b
cx a= +

-
یعنی وارون تابع هموگرافیکی

f می‌شود. f x x- =1( ( )) ، x DfÎ ٣ به ازای

) طولانی است؛ پس احتمالاً نکته‌ای وجود دارد که  )( )fofof x  محاسبهء مستقیم
به کمکش می‌توانیم ضابطهء داده‌شده را یه‌کم سریع‌تر به دست بیاوریم. در تابع هموگرافیک

f برابرند. -1 ، a و d قرینهء همدیگرند، پس طبق مورد )2( درس‌نامه f و f x x
x( ) = +

-
1 0

2 1

تابع  تا   f -1 بنویسیم  ، f f xf( ( ( ))) تابع f آ‌بی‌رنگ در   حالا حق داریم به جای 
ساده شود:

 f f x f x x
xf

x

( ( ( ))) ( )- = =
-

1

2 1��� �� �

به  را  داده‌شده  معادلهء  می‌توانیم  است،   f f f x f x( ( ( ))) ( )= می‌دانیم که  الان   
راحتی حل کنیم:

 f f f x x f x x x
x x( ( ( ))) ( )= Þ = Þ

-
=2 2

2 1
2 �

 Þ - = Þ - = Þ - = Þ = =4 2 4 3 0 4 3 0 0
3

4

2 2x x x x x x x x x( ) IÄ �

. 3
4

بنابراین مجموع ریشه‌ها می‌شود

٢
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 8-  ۴
١ اتحادهای مقدماتی زیر را بلد باشید:  

 sin cos2 2
1a a+ = sin یا cos2 2

1a a= - cos یا sin2 2
1a a= - �

logA به سه شرط قابل تعریف است: B ٢ عبارت لگاریتمی
 B >0 	  A >0 	  A ¹1 	

جای به   log cos log ( cos ) logsin cosx xx x+ - =1

2
1 2

2

2
تساوی در   

: 2
1

2 2 هم می‌نویسیم ، به جای sin2 x 1 می‌نویسیم 2- cos x

log cos log sin logsin cosx xx x+ =1

2
2

2

2

1

2

�

1 هم همان
2

2log sincosx x 1 و
1

2

2 2
2

1

log


= log همان
2

1

2

2

log است: sin log |sin |cos cosx xx x2 =
 log cos log | sin |sin cosx xx x+ = 2 �
log داریم که یکی از شرط‌های قابل تعریف بودنش این  cossin x x  در تساوی بالا،
| و در نتیجه  sin | sinx x= sin باشد. از این شرط نتیجه می‌گیریم که x است که0<

تساوی بالا به این صورت درمی‌آید:
log cos log sin ( )sin cosx xx x+ = 2 * �

 log sincosx x = 1

2
log باشد، در این صورت cossin x x t=  حالا فرض می‌کنیم

می‌شود. تساوی )*( را برحسب t می‌نویسیم:

t t t t t t tt
t+ = ¾ ®¾¾ + = Þ - + = Þ - =´
¹

1
2 1 2 2 1 0 1 0

0

2 2 2( ) �

 Þ =t 1 �
log را t فرض کرده بودیم؛ پس: cossin x x

log cos sin cos tansin x x x x x= Þ = Þ =1 1 �
tan حساب می‌کنیم تا به خواستهء سؤال برسیم: x log را به ازای1= tan3 3 x حالا

 log ( ) log log
3

3

3

1

3 1 3
1

1

2

3 21

2

= = =


�

 9-  ٢
بگوییم می‌توانیم  است،   a ¹0 1, باشیم مطمئن  و  باشد   a ax y= اگر  

x می‌شود. y=

ADEÆ است. امتداد AB و محور xها  = - =180 135 45
    با توجه به شکل،

CABÆ است. همان‌طور که از  = 45
 هر دو بر محور yها عمودند، پس موازی‌اند؛ بنابراین

قائم‌الزاویه   ABC مثلث  پیداست،  شکل 
45 شد؛ پس زاویهء  است، یک زاویه‌اش هم
 CAB 45 و در نتیجه مثلث دیگرش هم 
قائم‌الزاویهء و متساوی‌الساقین است، بنابراین

.BC AB= = 6

�
 A فرض می‌کنیم مختصات نقطهء 
)A باشد. با توجه به شکل  , )a b به صورت
)A، 6 واحد به سمت چپ  , )a b مقابل اگر
برویم به B می‌رسم؛ این یعنی اگر از طول 
 B 6 واحد کنیم به نقطهء ،A( , )a b نقطهء
 B( , )a b- 6 �می‌رسیم:�

)B، 6 واحد به سمت بالا برویم، یعنی 6 واحد به عرض نقطهء A اضافه  , )a b- 6 و اگر از
 C( , )a b- +6 6 کنیم به نقطهء C می‌رسیم:�

 با توجه به شکل قبلی، سه چیز می‌توانیم بگوییم:
f صدق  x( ) این نقطه در f قرار دارد: پس مختصات  x xa( ) log== روی  A( , )aa bb  

می‌کند:
 b a ab= Þ =log ( )a a 1 �

y قرار دارد: f x xa== ==( ) log2 )B روی , )aa bb-- 6  

b a b a a
b

= - Þ = - Þ = -2 6
2

6 6 22log ( ) log ( ) ( )a a a �

y قرار دارد: f x xa== -- ==3 3( ) log )C روی , )aa bb-- ++6 6  

 b a b a a
b

+ = - Þ + = - Þ = -
+

6 3 6
6

3
6 6 3

6

3log ( ) log ( ) ( )a a a �

ab می‌رسیم  a= -( )6 2  اگر طرفین تساوی )2( را به توان 2 برسانیم به تساوی
ab است؛ پس سمت راستشان هم باید مساویِ  a= که سمت چپش دقیقاً مثل سمت چپ
( )a a a a a a a- = Þ - + = Þ - + =6 12 36 13 36 0

2 2 2 هم باشند:�
Þ - - = Þ =( )( )a a a9 4 0 9 a یا = 4 �

)B عددی منفی است  , )a b- 6 a طول نقطهء = 4 این‌جا باید حواسمان باشد که به ازای
a را می‌پذیریم. = 9 که امکان ندارد، چون در ناحیهء اول طول نمی‌تواند منفی باشد؛ بنابراین

a را در تساوی‌های )1( و )2( جای‌گذاری می‌کنیم تا بتوانیم مقدار a را هم  = 9
به دست بیاوریم:

 a a

a

a
a

b
b

b

b

b

+
+ ¸

+
= ¾ ®¾¾ =

=

ì
í
ï

îï
¾ ®¾¾¾ =

6

3 6 4 5
6

3
3 27

9 5

4
2·H¼U

( )

( ) ( ) ( ) 77

9
3= �

 Þ = Þ = ±a a6 6
3 3 �

a را می‌پذیریم. = 3
6 a مبنای لگاریتم است؛ پس نمی‌تواند عددی منفی باشد، بنابراین

- 10  ٢
به  را  اولی  دارند.  حضور   cot22 و  cot23 داده‌شده عبارت  در   

باز‌کردن از  بعد  این‌جوری  می‌نویسیم.   cot( )
tan( )

45 22
1

45 22

 

 

- =
-

صورت

22 می‌بینیم و ساده‌کردن عبارت برایمان خیلی راحت‌تر می‌شود. )tan فقط زاویهء )45 22
 -

)tan را به این صورت بازشان می‌کنیم: )a b- )tan و )a b+

 tan( ) tan tan
tan .tan ,a b a b

a b
+ = +

-1  tan( ) tan tan
tan .tana b a b

a b
- = -

+1 �

 tan22 cot23 را به کمک مورد )1( درس‌نامه، برحسب  طبق »استراتژی«، اول
می‌نویسیم:�

 cot cot( )
tan( ) tan tan

tan

23 45 22
1

45 22

1

45 22

1 45

1

� � �
� � � �

�
�

= - =
-

=
-

+ ���
�.tan22

�

 = +
-

1 22

1 22

tan
tan





�

بنویسیم  ( cot )( cot )1 22 1 23- -  در  cot23 جای به  می‌توانیم  الان   

: 1

22tan 

cot22 هم می‌نویسیم . به جای 1 22

1 22

+
-
tan
tan





(
tan

)( tan
tan

)1
1

22

1
1 22

1 22

- - +
-





�

 = - - - +
-

( tan
tan

)(( tan ) ( tan )
tan

22 1

22

1 22 1 22

1 22





 



�

 = - -
-

= -
-

- -
-

( tan
tan

)( tan
tan

)

(tan )

22 1

22

2 22

1 22

2

1

22 1

1

�

�

�

�

�
� �� �� 11

2= �

1
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- 11  ١

 sin cos2 2
1a a+ = ١ اتحاد مقدماتی مقابل را بلد باشید:�  

cos2 را از بین ببریم: sin2 و ٢ به کمک اتحادهای زیر می‌توانیم توان 2 در

 cos cos2 1 2

2
a a= + sin و cos2 1 2

2
a a= - �

 sin .cos sina a a= 2
2 sin2a اتحاد مقابل را بلد باشید:� ٣ برای

 برای پیداکردن دورهء تناوب توابع مثلثاتی از روی نمودار، از جدول زیر استفاده می‌کنیم:

یک چهارم تناوبنصف تناوبتناوب کامل

cosx را ببینید: sin و x  نمودار توابع

    �
 cosx ولی صعودی  شروع  yها  محور  راست  سمت  در   sin x می‌بینید، که  همان‌طور 
و  y A Bx C= +sin( ) مثل توابعی  نمودار  وقت  هر  بنابراین  دارد؛  نزولی  شروع 
y را دادند، می‌توانید علامت A و B را به صورت زیر مشخص کنید: A Bx C= +cos( )
yها  محور  راست  سمت  در   sin x مثل دقیقاً   y A Bx C= +sin( ) نمودار اگر   

AB است. <0 AB و در غیر این صورت, >0 شروع صعودی داشت,
yها،  محور  راست  سمت  در   cosx مثل دقیقاً   y A Bx C= +cos( ) نمودار اگر   
B, هم می‌تواند  است. )علامت   A <0 این صورت, و در غیر   A >0 نزولی داشت, شروع 

.) cos( ) cos- =a a مثبت باشد هم منفی، چون
و  y A Bx C= +cos( ) فرم به  توابع  در  تناوب  دورهء  و  مقدار  کم‌ترین  و  بیشترین   

y از روابط زیر محاسبه می‌شوند: A Bx C= +sin( )

 max | |= +C A min و | |= -C A T و B= 2p
| | �

 با تابع نسبتاً شلوغی طرف هستیم. ساده‌سازی را با ضرب دو پرانتز شروع می‌کنیم:
 f x a c bx bx( ) ( sin ( ))( cos ( ))= - + +1 1

2 2 �

 = - + + +a c bx bx bx bx( sin ( ) cos ( ) sin ( )cos ( ))1
2 2 2 2 �

sin بنویسیم 1: ( ) cos ( )2 2bx bx+ طبق مورد )1( درس‌نامه می‌توانیم به جای

 f x a c bx bx( ) ( sin ( )cos ( ))= - + +1 1

2

2 2



 )*( �

به  را  بعد طرفینش  و   bx بنویسیم   a به جای  sin .cos sina a a= 2
2 اتحاد بیایید در 

توان 2 برسانیم:

 sin( )cos( ) sin( ) sin ( )cos ( ) sin (bx bx bx bx bx b= ¾ ®¾¾ =2

2

22 2 2
2

 ·H¼U xx)
4

�
تساوی بالا را در )*( جای‌گذاری می‌کنیم:

 f x a c bx( ) ( sin ( ))= - +2 2

4

2

)**( �

 a در ادامه باید توان دویی را که روی سینوس قرار دارد از بین ببریم. برای این کار به جای

: 2bx ، می‌نویسیم sin cos2 1 2

2
a a= - sin در اتحاد ( ) cos( )2

2
1 4

2
bx bx= - �

در آخر تساوی بالا را در )**( جای‌گذاری می‌کنیم:

f x a c
bx

( ) (
cos( )

)= - +

-

2

1 4

2

4
= - + -a c bx( cos( ))2

1 4

8
�

a c bx- + -( cos( ))2
1

8

1

8
4

17

8



 Þ = + -f x c bx a c( ) cos( ) ( )
8

4
17

8
�

نگاه   f x( ) نمودار به  خوب  حالا   
 ABC مثلث  مساحت  سؤال  گفتهء  به  کنید. 

p است، پس می‌توانیم بنویسیم:
40

برابر

 1
2 40
BH AC´ = p �

�
همان‌طور که در شکل بالا می‌بینید از A تا C دو تناوب کامل داریم )تو شکل بالا یکی از تناوب‌های 

که است  واضح  طرفی  از  می‌شود.   AC T= 2 پس کردیم(،  آبی  رو  یکیش  اون‌  و  قرمز  رو  کامل 
BH. این موارد را در تساوی بالا جای‌گذاری می‌کنیم: = - = =1 0 75 0 25

1

4
/ /

 1
2

1

4
2

40 4 40 10

1

´ ´ = Þ = Þ =T T Tp p p �

f هم پیدا  x c bx a c

A
B

C

( ) cos( ) ( )= + -
8

4
17

8� �
��� ��

حالا T را به کمک مورد )6( درس‌نامه، از روی

p می‌گذاریم تا b پیدا شود:
10

می‌کنیم و مساوی

 T B b b b

b

= Þ = Þ = Þ =2

10

2

4
4 20 5

1

4

p p p
| | | | | | | |

| |


�

f کسینوسی است، پس طبق مورد )5( درس‌نامه علامت b برایش فرقی ندارد، بنابراین: x( )
 b = ±5 �
مثل دقیقاً  نمودار  کنید. همان‌طور که می‌بینید  توجه   )2( گام  نمودار  به  باز هم   
, در سمت راست محور yها شروعی نزولی دارد؛ پس طبق مورد )5( درس‌نامه داریم: cosx

 A c c> Þ > Þ >0
8

0 0 �

و   1 برابر   f x c bx a c

A C

( ) cos( ) ( )= + -
8

4
17

8� ��� ��
مقدار بیشترین  نمودار,  طبق   

0 است، پس طبق مورد )6( درس‌نامه می‌توانیم بنویسیم: 75/ کم‌ترین مقدارش 

 

| | | | ( )

| | / | |

A C c a c c a c

A C c

c+ = Þ + - = ¾ ®¾¾ + - =

- + = Þ -

>
1

8

17

8
1

8

17

8
1

0 75
8

0

++ - =

¾ ®¾¾ - + - =

ì

í

ï
ïï

î

ï
ï
ï

>

( ) /

/

a c

c a cc

17

8
0 75

8

17

8
0 75

0

�

 Þ
- =

- =
¾ ®¾¾¾¾ = Þ =

ì

í
ï

î
ï

-
a c

a c

c c

16

8
1

18

8
0 75

2

8
0 25 1

1

4/
/ÂÄ¯IM Â¹ÃÄIQ �

a جای‌گذاری می‌کنیم تا مقدار a هم معلوم ‌شود:	 c- =
­
16

8
1

2

c را در =1 حالا
 a a- = Þ =2 1 1 3( ) �

abc می‌شود که تنها مقدار مثبتش در گزینه‌ها است. = ´ ± ´ = ±3 5 1 15( ) بنابراین

- 12  ٢
cos2x اتحادهای زیر را بلد باشید: sin2x و ١ برای   

 sin sin .cos2 2x x x= cos و  cos2 2 1
2x x= - �
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] به صورت زیرند: , ]0 p y در بازهء x= cos y و x= sin ٢ نمودار توابع

، روش هندسی انتخاب مناسبی  f x g x( ) ( )= ٣ برای پیدا‌کردن تعداد جواب‌های معادلهء
g در یک دستگاه مختصات،  x( ) f و x( است. در این روش تعداد نقاط برخورد نمودارهای(

f است. x g x( ) ( )= همان تعداد جواب‌های معادلهء

)sin و )2x a به جای x x x x(sin sin( ) sin ( cos( ) )+ = +2 2 2 1  در معادلهء
: 2 1

2cos x - 2sin و .cosx x )cos به ترتیب می‌نویسیم )2x
 a x x x x x

x x
(sin sin cos ) sin ( ( cos )

sin ( cos ) c

+ = -
+

2 2 2 1

1 2
4

2

� ���� ����
oos

) sin ( cos )
2

2

1 1 2

x

a x x

-

+ Þ +� ��� ��� �

= -sin ( cos )x x4 1
2 �

sin و در نتیجه  x ¹0 ، ( , )0 p x صفر می‌شود؛ پس در بازهء =0 p و sin به ازای x
 a x x( cos ) cos2 1 4 1

2+ = - sin را از طریق تساوی بالا بزنیم تا به معادلهء x حق داریم
 4 1 2 1 2 1

2cos ( cos )( cos )x x x- = + - برسیم. در این معادله هم طبق اتحاد مزدوج،
a x x x( cos ) ( cos )( cos )2 1 2 1 2 1+ = + - است؛ پس:�
Þ + - + - =a x x x( cos ) ( cos )( cos )2 1 2 1 2 1 0 �

) فاکتور می‌گیریم: cos )2 1x + حالا از

( cos )( ( cos ))
cos
( cos )

cos

2 1 2 1 0

2 1 0

2 1

1 2

x a x
x

a x
x

+ - - = Þ
+ =

- - =
-

� �� �� 00

ì
í
ï

îï
�

Þ
= -

= + Þ = +

ì

í
ï

î
ï

cos ( )

cos cos ( )

x

x a x a

1

2
1

2 1
1

2
2

�

 می‌خواهیم معادله‌های )1( و )2( مجموعاً بیش از یک جواب داشته باشند. طبق 
هندسی  روش  وقت‌ها  این‌جور  درس‌نامه،   )3( مورد 
و  y = -1

2
توابع نمودار  اول  است.  مناسبی  انتخاب 

y را به این صورت در یک دستگاه مختصات  x= cos
جواب‌های  چون  که  هست  هم  حواسمان  می‌کشیم. 
در را   cosx نمودار می‌خواهیم،  را   ( , )0 p بازهء در 

x توخالی بکشیم: =0,p �
y را وارد بازی کنیم،  a= +1

2
 همان‌طور که در شکل بالا می‌بینید قبل از این‌‌که

یک جواب داریم؛ پس برای این‌که معادله‌های )1( و )2( مجموعاً بیش از یک جواب داشته 
y باید یک نقطهء دیگر، غیر از نقطهء آبی‌رنگ بالا را قطع کند. این اتفاق  a= +1

2
باشند،  نمودار

1- باشد و دوماً  a اولاً بین 1 و +1
2

وقتی می‌افتد که

1- هم نباشد. با شرایطی که گفتیم یکی از 
2

مساویِ

این  ببینید در  بهتر  تا  را می‌کشیم  «ها  y a= +1
2

«

حالت بیش از یک جواب داریم:�
a اجرا می‌کنیم: +1

2
 حالا دوتا شرط گام قبل را برای

 - < + < ¾ ®¾ - < + < ¾ ®¾ - < <´ -
1

1

2
1 2 1 2 3 1 1

2 1a a a ( ) �

 a a a II+ ¹ - Þ + ¹ - Þ ¹ -1

2

1

2
1 1 2 ( ) �

a را  = -2 a وجود دارد که طبق )II( باید = - -2 1 0, , در محدودهء )I( سه عدد صحیح
3 عدد صحیح a خواستهء مسئله را برآورده می‌کند. 1 2- = حذف کنیم؛ پس در مجموع

a را هم جزء جواب‌ها به حساب  = -2 a نبود، + ¹ -1

2

1

2
 اگر حواسمان به شرط

٣ می‌افتادیم. می‌آوردیم و در تلهء 

 این سؤالِ سخت، نگاه نسبتاً جدیدی به معادله‌های مثلثاتی دارد. به همین 
خاطر اگر حلش نکردید، خیلی جایِ نگرانی ندارد، پاسخ را خوب بخوانید تا اگر در کنکور هم 

همچین ایده‌ای دیدید، سورپرایز نشوید.
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-1« داشتیم، می‌توانیم به  cosu u و در حدمان » ®0 ١ هر وقت  

 1
2

0 2

-
®

cos ~u uu
؛ یعنی:� u2

2 جایش بنویسیم

y باشند، می‌توانیم به این  ax bx c= + +2 b ریشه‌های عبارت درجه‌دوم a و ٢ اگر
 y a x x= - -( )( )a b صورت تجزیه‌اش کنیم:�
ریشه‌ها  کنیم،  عوض  را   c و   a جای  اگر   ، ax bx c2

0+ + = درجه‌دومِ معادلهء  در   ٣
 1
b

1 و
a

ax باشند bx c2 + + b ریشه‌های معادلهء a و معکوس می‌شوند، این یعنی اگر
cx هستند. bx a2

0+ + = ریشه‌های معادلهء

ax هستند؛ پس طبق  bx2
1 0+ + = b ریشه‌های معادلهء a و  به گفتهء سؤال

ریشه‌ها  کنیم  عوض   ax bx2
1 0+ + = در را   »1« و   »a« جای  اگر  درس‌نامه،   )3( مورد 

بنابراین  هستند؛   x bx a2
0+ + = معادلهء ریشه‌های   1

b
و  1

a
یعنی می‌شوند،  معکوس 

x را به این صورت تجزیه کنیم: bx a2 + + می‌توانیم
 x bx a x x2

1
1 1+ + = - -( )( )
a b

�

جای به   lim
cos( )
| |( )x

x bx a
x® +

- + +

-1

2
1

2 1
a

a
در می‌توانیم  بالا  تساوی  طبق   

: ( )( )x x- -1 1
a b

، بنویسیم x bx a2 + +

lim
cos(( )( ))

( )( )x

x x

x® +

- - -

-1

1
1 1

2 1
a

a b
a

�

عبارت در   ( )u کسینوس جلوی  عبارت   x® +( )1
a

وقتی  

1 به سمت صفر میل می‌کند؛ پس طبق مورد )1( درس‌نامه  1 1- - -

­

cos(( )( ))x x

u

a b

: u
x x2

2

2

1 1

2
=

- -(( )( ))
a b می‌توانیم در حد بالا به جای این عبارت بنویسیم

 lim

(( )( ))

| |
lim

| (

( ) ( )

( )

x x

x

x x

x® ®

-

+ +

- -

-
=

1

2

1

1

1 1

2

2 1
a a

a
a

a b

a��� ��

xx x

x

- -

-

1 1

2

2
1

a b

a
a

)( ) |

| |
( )* �

.0 1 1< <
a b

a است؛ پس b> >0  باید قدرمطلق را حذف کنیم. به گفتهء سؤال

) می‌توانیم شکل  )( )x x- -1 1
a b

الان می‌توانیم برای

1 را 
b

فرضی مقابل را بکشیم. حواسمان هست که ریشهء

1 شد: 1
b a

> 1 بگذاریم چون
a

سمت راست

�

در حد  منفی هستند؛ پس  ، عددی  x® +( )1
a

وقتی  ( )( )x x- -1 1
a b

و   » 1
a

- x«
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)*( قرینهء این عبارات را از قدرمطلق بیرون می‌آوریم. طبق میل سؤال، حد را هم مساویِ

1 می‌گذاریم: 1 1
k ( )

a b
-

lim

( )( )

( )
( ) lim

(

( ) ( )x x

x x

x k

x

® ®+ +

- - -

- -
= - Þ

- -

1 1

1 1

2

2
1

1 1 1

a a

a b

a
a

a b

11 1

2
1

1

1

1

a b

a
a

a

) ( )

( )

( )

x

x

x

-

- -

- -

-



�

= -1 1 1
k ( )

a b
�

lim
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )x

x

k k® +

- -
= - Þ - - = -

1

1

2 1

1 1 1 1

2

1 1 1 1 1

a

b
a a b a a b a b

�

 Þ = -k 2a �
که  داشتیم  تجربی  کنکور  در  بار  یک  قبلاً  را  و حد  درجه‌دوم  تابع  ترکیب   

ممکن است در کنکور ریاضی هم بیاید؛ پس لطفاً این سؤال را جدی بگیرید.

- 14  ٣
 lim f x lim f x f a
x a x a® ®+ -

= =( ) ( ) ( ) x این است که a=  شرط پیوستگی تابع f در

باشد، )یعنی حد چپ و راست و مقدار تابع در a موجود و با هم برابر باشند.(

 برای این‌که دامنهء هر ضابطه را به دست بیاوریم؛ اول 
x2 را حل کنیم. نمودار  ³ | x | و x x2 < | | باید نامعادله‌های 
y را به صورت مقابل در یک دستگاه  x2

2= y و x1 = | | توابع
مختصات می‌کشیم.

�
را قطع  b و صفر همدیگر   ،a به طول‌های  همان‌طور که می‌بینید, دو نمودار در سه نقطه 

y را حل کنیم: y
1 2

= می‌کنند. برای پیداکردن a و b باید معادلهء
 x x x x2 2= Þ = ±| | �

 Þ
= Þ - = Þ - = Þ =

= - Þ + = Þ + = Þ = -

ì
í
ïx x x x x x x

x x x x x x x

2 2

2 2

0 1 0 0 1

0 1 0 0 1

( ) ,

( ) ,îîï
�

a می‌شود. = -1 b و a و b که صفر نیستند، پس1=
است؛ پس   y x1 = | | از پایین‌تر   y x2

2= تابع نمودار   ( , )- -{ }1 1 0 بازهء در   
) است؛ به همین صورت می‌توانیم بگوییم,  , ) { }- -1 1 0 x مجموعهء x2 < | | جواب نامعادلهء

« است. x £ -1 یا x =0 x یا ³1 x هم به صورت » x2 ³ | | مجموعه‌جواب نامعادلهء
پس ضابطهء تابع f به این صورت می‌شود:

 f x
x x x x

x x x x
( )

[ ] ,
cos

=
+ - < < ¹

+ £ - £ =
ì
í
î

1 1 1 0

1 2 1 1 0p IÄ IÄ

�

x بررسی می‌کنیم: =0 x و = -1 ، x  حالا پیوستگی تابع را در سه نقطهء1=
: x == 1  بررسی پیوستگی در

 

lim f x

lim f x

f

x

x

®

®

-

+

-

= + =

= + = ´ + =

=

1

1

1 2 2

1 1 1 1 0 1 1

1 2

( ) cos

( ) ( )[ ] ( )

( )

pìì

í

ï
ï

î

ï
ï

�

, ناپیوسته است. x =1 پس تابع در
: x == --1  بررسی پیوستگی در

 

lim f x

lim f x
x

x

® -

+

® -

+

-

= - - + = - - + =

= +
( )

( )

( ) ( )[( ) ] ( )( )

( )
1

1

1 1 1 1 1 1 2

1 ccos( ) cos

( )

- = + =

- =

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

2 1 2 2

1 2

p p

f

�

x پیوسته است.  = سه مقدار, طبق درس‌نامه برابر شدند, پس تابع در 1-
: x == 0  بررسی پیوستگی در

 
lim f x

f
xx®

= + =

= + =

ì
í
ï

îï
Þ =0

0 1 1

0 1 0 2

0

( ) [ ]

( ) cos



.SwH  ¾Tw¼ÃQIº  njj  ÍMIU �
پس تابع در دو نقطه ناپیوسته است.
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f در نظر بگیرید. شیب  x( x را روی منحنی( a= ١ نقطه‌ای به طول  

f¢ است. a( ) f مماس می‌شود برابر x( ) خطی که در این نقطه بر منحنیِ
٢ دو خط وقتی بر هم عمودند که شیبشان قرینه معکوسِ همدیگر باشد.

 اول باید نقطه )یا نقطه‌های( تلاقی دو منحنی را پیدا کنیم. برای این کار جواب‌های 
f را به دست می‌آوریم: x g x( ) ( )= معادلهء

 f x g x x x a x x a( ) ( ) ( )( ) ( )( )= Þ - + = - + +1 1 2 �
 Þ - + - - + + =( )( ) ( )( )x x a x x a1 1 2 0 �

 
Þ - + - + + = Þ =

-

( )(( ) ( ))x x a x a x1 2 0 1

2

� ���� ����
�

x به   حالا به کمک مورد )1( درس‌نامه، شیب خط مماس بر منحنی f را در نقطهء1=
 ¢ = + + - = + - Þ ¢ = +f x x a x x a f a( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 1 1 2 1 1 1 دست می‌آوریم:�

x پیدا می‌کنیم. به همین ترتیب شیب خط مماس بر منحنی g را هم در نقطهء1=
 ¢ = + + + - = + + Þ ¢ = +g x x a x x a g a( ) ( )( ) ( )( ) ( )1 2 1 1 2 1 1 3 �
 به گفتهء سؤال خطوط مماس، بر هم عمودند؛ پس طبق مورد )2( درس‌نامه شیب 

آن‌ها قرینه و معکوس یکدیگر است:
 ¢ = - ¢ Þ + = -

+
Þ + + = -f g a a a a( ) ( ) ( )( )1

1

1
1

1

3
1 3 1 �

 Þ + + = Þ + = Þ = -a a a a2 2
4 4 0 2 0 2( ) �

- 16  ۴
استفاده  زیر  رابطهء  از   y fog x= ( ) مرکبِ تابع  مشتق  محاسبهء  برای   
 ¢ = ¢ ´ ¢y g x f g x( ) ( ( )) می‌کنیم:�

g مشتق می‌گیریم تا به x f x f x( ) ( ) ( )= + - +2 1 2 3 5  اول از طرفین تساوی
 ¢ = + ¢ - + ¢g x f x f x( ) ( ( )) ( ( ))2 1 2 3 5 g¢ برسیم:� x( )
 Þ ¢ = ¢ + - ´ ¢ +g x f x f x( ) ( ) ( )2 2 1 2 3 3 5 �
 Þ ¢ = ¢ + - ¢ +g x f x f x( ) ( ) ( )2 2 1 6 3 5 �

g¢ به دست بیاید: ( )2 x را در تساوی بالا جای‌گذاری می‌کنیم تا = 2 حالا
 ¢ = ¢ - ¢g f f( ) ( ) ( )2 2 5 6 11  )*( �
 ¢f ( )11 f¢ و ( )5 g¢ باید ( )2  همان‌طور که در تساوی بالا می‌بینید, برای محاسبهء
f مشتق می‌گیریم تا به  x f x( ) ( )+ = -3 را پیدا کنیم. برای این کار از طرفین تساوی
1- قرار می‌دهیم تا  ،x برسیم. حالا در این تساوی به جای ¢ + = - ¢f x f x( ) ( )3 تساوی

, استفاده کنیم: ¢ - =f ( )1 3 بتوانیم از
 ¢ + = - ¢ ¾ ®¾¾ ¢ = - ¢ - = -=-f x f x f fx( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 3

1 �
f¢ پیدا شود: ( )5  در ادامه به جای x، 2 قرار می‌دهیم تا

 ¢ + = - ¢ ¾ ®¾¾ ¢ = - ¢ = +=f x f x f fx( ) ( ) ( ) ( )3 5 2 3
2 �

f¢ هم پیدا شود: ( )11 و در آخر به جای x، یک بار 5 و بار دیگر 8 قرار می‌دهیم تا
 ¢ + = - ¢ ¾ ®¾¾ ¢ = - ¢ = -=f x f x f fx( ) ( ) ( ) ( )3 8 5 3

5 �
 ¢ + = - ¢ ¾ ®¾¾ ¢ = - ¢ = +=f x f x f fx( ) ( ) ( ) ( )3 11 8 3

8 �
¢ است، می‌توانیم به کمک تساوی )*( مقدار = ¢ =f f( ) ( )5 11 3  حالا که می‌دانیم

g¢ را به دست بیاوریم: ( )2
 

¢ = ¢ - ¢ = - = -g f f( ) ( ) ( )2 2 5 6 11 6 18 12

3 3

  �

- 17  ٢
 از هوپیتال کمک بگیرید.

 مشتق برخی از توابع را در جدول زیر ببینید:
تابعمشتق
عدد ثابتصفر 
nu un¢ -1un

¢ - ¢f g g f
g2

f
g
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: x
x
3

2-
f می‌نویسیم x(  اول به جای(

 
lim ( ) lim

( )
lim ( )

x x x

f x
x

x
x
x

x
x
x® ® ®

+
-

= -
+

-
= -

+

-1

3

2
1

3
3

2
1

3

2

1

1

2
1

1

2

1

1 �

0 می‌رسیم، پس هوپیتال می‌زنیم:
0 x در عبارت جلوی حد, به  با جای‌گذاری1=

 

lim ( ) lim

( ) ( )
(( ) )

x x
HOP

x
x
x

x x x
x
x® ®

-
+

-

´ - - - ´
-

1

3

2
1

3 2

3 2
2

1

1

1 2 3 2

2

2

 

=
- -

= - = -
1 3

1

2

4

2
2
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f باشد، می‌توانیم نتیجه  x( ) )A, نقطهء اکسترمم نسبی تابع , )a b  اگر

 ¢ =f ( )a 0 ٢  f ( )a b= ١ بگیریم که: 

 x ³ ، ریشهء داخل قدرمطلق است، پس اگر دامنهء تابع را به دو قسمت1- x = -1
x تقسیم کنیم؛ می‌توانیم تابع رو به صورت زیر، بدون قدرمطلق بنویسیم: < و1-

 f x
ax x
x b x

ax x
x b x

( )

( )

( )
=

+
+

³ -

- +
+

< -

ì

í
ï

î
ï

1 1

1 1
�

f است؛ پس طبق درس‌نامه  x( ) )A، نقطهء اکسترمم تابع , )-2 12  به گفتهء سؤال
می‌توانیم به دو نتیجهء زیر برسیم:

x در دامنهء ضابطهء پایین قرار دارد، پس: = -2 : f ( )-- ==2 12  

 - - -
- +

= Þ
-

= -2 1

2
12

2

2
12

a
b

a
b

( )  )*( �

مشتق  این ضابطه  از  دارد؛  قرار  پایین  در ضابطهء   x = -2 هم‌ چون باز   : ¢¢ -- ==f ( )2 0  
می‌گیریم: 

 f x ax ax
x b f x ax a x b ax ax

x b
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
= - +

+
Þ ¢ = - + + - +

+

2 2

2
2 �

¢ را تشکیل می‌دهیم: - =f ( )2 حالا معادلهء0

 ¢ - = Þ - - + - + - -
- +

=

-

f a a b a a
b

a a

( ) (( ) )( ) ( )
( )

2 0
4 2 4 2

2

0

3 2

2

� �� �� ��� ��
�

 Þ - - + - = ¾ ®¾¾ - - =¸
¹3 2 2 0 3 2 2
0

a b a ba
a( ) ( ) Þ = - + =b 2

3
2

4

3
�

b را در تساوی )*( جای‌گذاری می‌کنیم تا مقدار a هم پیدا شود: = 4

3
 حالا

 2

4

3
2

12
2

2

3

12 3 12 4
a a a a
-

= - Þ
-

= - Þ - = - Þ = �
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از   , y Ax B
Cx D= +

+
تابع هموگرافیک مثل قائمِ یک  افقی و  ١ مجانب   

رابطه‌های زیر به دست می‌آیند:

 

:مجانب افقی

:مجانب قائم

y
x
x

A
C

x D
C

=

= -

ì

í
ï

Rn¼Å nj ßKÄoò

Zoh¶ nj ßKÄoò

 IÄ  

Zoh¶  â¾zÄn  IÄ 

ïï

î
ï
ï

�

صورت به  هموگرافیک,  تابع  مجانب‌های  برخورد  نقطهء  مختصات  بگوییم  می‌توانیم  الان 

W است. D
C
A
C( , )-

, از رابطهء زیر محاسبه  y Ax Bx Cx D= + + +3 2 ٢ طول نقطهء عطف تابع درجه‌سومِ
می‌شود:

 þõø á¾õ£º Ï¼ö = - BA3 �

برخورد  نقطهء  )1( درس‌نامه،  مورد  است، پس طبق  1 هموگرافیک  1

2

­ ­

¯ ¯

+
+

A B

C D

x
x b تابع  

 W D
C
A
C

b( , ) ( , )- = -
2

1

2
مجانب‌هایش برابر است با:�

f را به کمک  x x x a
A B

( ) = - +1 3
3 2





 در ادامه، طول نقطهء عطف تابع درجه‌سوم
مورد )2( درس‌نامه پیدا می‌کنیم:

 x B
A= - = - - =
3

3

3 1
1( ) �

x را در ضابطهء تابع جای‌گذاری می‌کنیم تا عرض نقطهء عطف هم پیدا شود: حالا1=
 f a a( ) ( )1 1 3 1 2

3 2= - + = - �
 A a( , )1 2- پس مختصات نقطهء عطف به این صورت می‌شود:�
تابع  مجانب‌های  برخورد  محل  بر  درجه‌سوم  تابع  عطف  نقطهء  سؤال،  گفتهء  به   

هموگرافیکی, منطبق است؛ پس می‌توانیم بنویسیم:

 W b A a

b b

a a
( , ) ( , )- = - =

- = Þ = -

- = Þ =

ì

í
ï

î
ï2

1

2
1 2

2
1 2

2
1

2

5

2

�

 ab = ´ - = -( ) ( )5

2
2 5 بنابراین مقدار ab برابر می‌شود با:�

- 20  ۴
 عددی بر 5 بخش‌پذیر است که رقم یکان آن صفر یا 5 باشد، پس دو حالت در 

نظر می‌گیریم.
 رقم یکان صفر باشد: با توجه به یک‌درمیان‌بودن زوج و فردها، داریم:

 5 4 4 1
80

0

2 4 6 8

1 3 5 7 9

joÎ Z»p joÎ
´ ´ ´ ={ }

{ , , , }

{ , , , , }

�

 رقم یکان 5 باشد:
 4 4 4 1

64
5

1 3 7 9

2 4 6 8

Z»p joÎ Z»p

.j¼{ïÂ¶ ¾ÎIòH  oÿÅ

´ ´ ´ ={ }

{ , , , }

{ , , , }

�

شرایط  با  سازگار  عددِ   80 64 144+ = بگوییم می‌توانیم  جمع  اصل  طبق  حالا   
مسئله وجود دارد.

- 21  ١

S، جمع احتمال همهء  a a an={ , , , }
1 2

  در یک فضای نمونه‌ای مثل
 P a P a P an( ) ( ) ( )

1 2
1+ + + = برآمدها برابر 1 می‌شود، یعنی:�

پس  می‌سازند،  دنبالهء حسابی  یک   c و   b  ،a برآمدهای  احتمال  سؤال،  گفتهء  به   
 P A P A d P A d(a) , (b) , (c)= = + = + 2 می‌توانیم بنویسیم:�
, کوچک‌ترین احتمال می‌شود که طبق  P a A( ) = d باشد، این‌جوری ³0 فرض می‌کنیم
 A = 1

9
1 است، پس:�

9
گفتهء سؤال برابر

بنابراین احتمال برآمدها به این صورت می‌شوند:

 P a P b d P c d( ) , ( ) , ( )= = + = +1

9

1

9

1

9
2 �

 طبق درس‌نامه، مجموع همهء احتمال‌ها برابر یک است:

 1
9

1

9

1

9
2 1+ + + + =( ) ( )d d Þ + = Þ = Þ =1

3
3 1 3

2

3

2

9
d d d �

P بیشترین احتمال است که برابر می‌شود با: c( )

 P c d( ) ( )= + = + =1

9
2

1

9
2
2

9

5

9
�
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- 22  ١

کیمیا  کارت  شمارهء  و   IÃµÃ¨

K


از کوچک‌تر   IvÄk¶

M


کارت شمارهء  »اگر   

یعنی است؟«،  بوده   5 کیمیا،  کارت  شمارهء  احتمال  کدام  با  باشد،   ¸ÃºpIº

N


از کوچک‌تر 

K باشد. = 5 P را به دست بیاورید به شرطی که M K N( )< <

 قانون بیز: در فرم شرطیِ احتمال کل، اول احتمال کل را به کمک نمودار 
درختی حساب کنید، بعد شاخهء مطلوب را به احتمال کل تقسیم کنید.

احتمال اول  هستیم.  طرف  کل  احتمال  شرطی  فرم  با  شفاف‌سازی,  طبق   
P )احتمال کل( را حساب می‌کنیم. بیایید مسئله را روی کارت‌های کیمیا  M K N( )< <

حالت‌بندی کنیم. کیمیا شش کارت با شماره‌های 1 تا 6 دارد، پس شش حالت داریم:

حالت  این  شود.   M K N< <
­
1

باید حالت  این  در  سؤال  خواستهء  طبق  باشد:   K == 1
, یعنی شمارهء کارت مدیسا کوچک‌تر از 1 شود که اصلاً کارت با  M امکان ندارد، چون1>

چنین شماره‌ای وجود ندارد.
K باشد: در این حالت داریم: == 2 M N

1

3 4 5 6 7 8

2

­

¯
< <
, , , , ,

)1( �

همان‌طور که می‌بینید در این حالت 6 کارت از 8 کارت نازنین و همین‌طور یکی از کارت‌های 
مدیسا قابل قبول است.

بنویسیم. در هر  را  زیر  نامساوی‌های  ترتیب می‌توانیم  به همین  باشد:   K == 3 4 5 6, , ,
نامساوی, شماره کارت‌های قابل قبول برای نازنین )N( و مدیسا )M( را هم می‌نویسیم:

 
1 2 4 5 6 7 8

3 3 2

, , , , ,

:M ( )K N= < <
­ ­ �

 
1 2 3 5 6 7 8

4 4 3

, , , , ,

: ( )K M N= < <
­ ­ �

 
1 2 3 4 6 7 8

5 5 4

, , , , ,

: ( )K M N= < <
­ ­ �

 

1 2 3 4 7 8

6 6 5

, , , ,

: ( )K M N= < <
­ ­

�

 طبق حالت‌بندی‌ای که کردیم نمودار درختی را باید با کارت‌های کیمیا شروع کنیم.

1 است، پس نمودار درختی را به صورت 
6

کیمیا 6 کارت دارد که احتمال برداشتن هر کدامشان
زیر می‌کشیم:

�
K باشد، امکان‌پذیر  =1 حالا باید دایره‌های توخالی بالا را پر کنیم. در گام )1( دیدیم حالتی که
،M برای   )1( نامساوی  طبق  بعدی  شاخهء  در  اما  نداریم.  کاری  شاخه  این  با  پس   نیست؛ 
1 کارت از 4 کارت و برای N، 6 کارت از 8 کارت قابل قبول هستند؛ پس اعدادی که باید 

6 هستند. به همین ترتیب می‌توانیم به کمک نامساوی‌های )2( 
8

1 و
4

در این شاخه بنویسیم

تا )5( بقیهء دایره‌های توخالی را هم پر کنیم تا نمودار درختی به این صورت تکمیل بشود:

�
 P M K N( )< <  حالا شاخه‌ها را در هم ضرب و اعداد حاصل را با هم جمع می‌کنیم تا

پیدا شود:

 P M K N( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (< < = ´ ´ + ´ ´ + ´ ´ + ´ ´ + ´1

6

1

4

6

8

1

6

2

4

5

8

1

6

3

4

4

8

1

6

4

4

3

8

1

6

4

44

2

8
´ ) �

 = + + + +
´ ´

=
´ ´

=6 10 12 12 8

6 4 8

48

6 4 8

1

4
�

 , ( ) KK = 5 P به شرط ‌5بودنِ M K N( )< <  طبق قانون بیز, برای محاسبهء
باید احتمال شاخهء مطلوب را به احتمال کل تقسیم کنیم. شاخهء مطلوب شاخهء پنجم است که در 

، پس احتمال مورد نظر برابر می‌شود با: 1
4

K است و احتمال کل هم که شد = 5 آن

 P =
´ ´

= ´ ´
´ ´

=

1

6

4

4

3

8

1

4

3 4 4

6 4 8

1

4

1 1

2 2

�

- 23  ٢
x باشد، در این صورت  xn برابر ، ... و x2 ، x1 ١ اگر میانگین n دادهء  

واریانسشان از رابطهء زیر محاسبه می‌شود:

 s2 1

2

2

2 2

=
- + - + + -( ) ( ) ( )x x x x x x

n
n

�
٢ مجموع انحراف داده‌ها از میانگین، همیشه صفر است؛ یعنی:

 ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x x x xn1 2 3
0- + - + - + + - = �

برابر صفر  داده‌ها، همیشه  میانگین  از  انحراف  )2( درس‌نامه، مجموع  مورد   طبق 
 5 1 0 1 0 5+ - + + + + = Þ + = -( ) a b a b )*( است؛ پس:�

 طبق مورد )1( درس‌نامه، واریانس برابر است با:

 s2
2 2 2 2 2 2 2 2
5 1 0 1

6

27

6
= + - + + + + = + +( ) ( )a b a b �

a کم‌ترین مقدار  b2 2+  چون حداقل واریانس را می‌خواهیم باید کاری کنیم که
، وقتی حداقل  a b2 2+ a شد؛ پس b+ = -5 خودش را داشته باشد. در گام )1( دیدیم که
می‌گیریم؛  نظر  در   -3 و  -2 را  b و   a بنابراین  شود.  حداقل   b و   a فاصلهء  که  می‌شود 

این‌جوری هم رابطهء )*( برقرار است، هم فاصلهء a و b حداقل. 
حالا می‌توانیم بگوییم حداقل واریانس برابر است با:

= حداقل واریانس - + - + = =( ) ( ) /2 3 27

6

40

6

20

3
6 66

2 2

 �

- 24    ۳
اگر مقابل  شکل  در   ١  

تالس می‌توانیم  باشد، طبق قضیهء   DE BC

�بنویسیم:
 ADDB

AE
EC= )جزء‌به‌جزء( �

AD
AB

AE
AC

DE
BC= = )جزء‌به‌کل( �
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یعنی  است؛  برقرار  هم  تالس  قضیهء  عکس   ٢
از تناسب‌های قبلی می‌توانیم  برقراری هر یک  از 

نتیجه بگیریم که DE با BC موازی است.
 ،AG ،باشد DE BC ٣ در شکل مقابل، اگر
قطع  نسبت  یک  به  را   BC و   DE پاره‌خط‌های 

 DFFE
BG
GC= �می‌کند؛ یعنی:�

مثلاً اگر BC ،AG را نصف کند، DE را هم حتماً 
نصف می‌کند.

 در هر مثلث متساوی‌الساقین، مثل ABC در 
شکل مقابل، میانهء AH، نیمساز و ارتفاع هم است.

�

ABC(: همان‌طور که در شکل  )تحلیل مثلث   
مقابل می‌بینید، در مثلث ABC، طول ضلع‌های AB و 
« ‌اند؛ پس این مثلث  8 4 12+ = AC هر دو مساوی »
BE است؛  EC= متساوی‌الساقین است. در این مثلث،

�پس E وسط ضلع BC و در نتیجه AE میانه است.
چون مثلث ABC متساوی‌الساقین است، طبق مورد )4( 

. ÆE = 90
 درس‌نامه، میانهء AE، ارتفاع هم هست؛ پس

شکل  مثل  بیایید  حل(:  استراتژی  )تشخیص   
مثلث  این‌جوری  کنیم؛  عمود   AE به   H از  مقابل 
قائم‌الزاویهء AGH درست می‌شود که به کمک فیثاغورس 
در آن، می‌توانیم خواستهء سؤال، یعنی AH را به دست 

�بیاوریم، فقط باید طول AG و HG را حساب کنیم.
AEC را می‌توانیم به کمک قضیهء فیثاغورس در مثلث AE طول :)AE محاسبهء طول( 

حساب کنیم:
 AE EC AC AE AE2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

3

6 12 12 6 6 2 1+ = Þ + = Þ = - = -( )


�

 Þ = ´ =AE 6 3 6 3
2 �

شکل،  مطابق   :)BC و   DI وضعیت  )تحلیل   
شکل،  روی  اندازه‌های  به  توجه  با  می‌کشیم.  را   DI

ADDB است؛ پس طبق مورد )2( درس‌نامه 
AI
IC= = 4

8

می‌توانیم بگویم DI با BC موازی است.      
از این موضوع دو جا کمک می‌گیریم:

کمک  به  می‌توانیم  درس‌نامه،   )1( مورد  طبق  شد،   DI BC چون  :DI طول  محاسبهء   
جزء‌به‌کل در مثلث ABC، طول DI را حساب کنیم:

AD
AB

DI
BC

DI DI= Þ = Þ =4

12 12
4

1 1

�

 محاسبهء طول DM و BC ،AE :MI را نصف می‌کند؛ پس طبق مورد )3( درس‌نامه باید 

 DM MI= = =4

2
2 DI را هم که با BC موازی است، نصف کند، این یعنی�

 )افزودن پاره‌خط‌های مناسب به شکل(: مطابق 
شکل، از H ،I و D به BC عمود می‌کنیم تا مستطیل‌های

¢DIHH و HGEP درست بشوند. ¢¢

�

عکس قضیهء تالس

 DI عرض AM محاسبهء طول پاره‌خط‌های مورد نیاز(: در گام چهارم دیدیم که( 
 E را هم در نقطهء ¢ ¢¢H H ¢DIHH را نصف می‌کند؛ پس عرض دیگرش، یعنی ¢¢ از مستطیل

. EH EH¢ = ¢¢ = =4

2
نصف می‌کند، یعنی2

: خوب به مثلث AEC در شکل قبل نگاه کنید. در این مثلث IH¢ ¢¢DH و  محاسبهء طول
¢¢DH هر دو بر BC عمودند، پس موازی‌اند؛ بنابراین می‌توانیم در این مثلث تالس  ¢IH و

جزء‌به‌کل بنویسیم:
 CICA

IH
AE

IH IH= ¢ Þ = ¢ Þ ¢ =8

12 6 3
4 3

4

1

2 1

�

¢DIHH هستند؛ پس مساوی‌اند: ¢¢ ¢¢DH هر دو طول مستطیل ¢IH و

 DH IH¢¢ = ¢ = 4 3 �
PE باشد، در این  x=  محاسبهء طول PE و HG: قبل از شروع محاسبات، فرض می‌کنیم
 FIH¢ و  DH E¢¢ مثلث‌های به  حالا خوب   . 2 - x می‌شود  PH¢¢ بالا صورت طبق شکل 
¢¢DH و HP می‌توانیم  ، IH¢ نگاه کنید. در این مثلث‌ها به خاطر موازی‌بودن سه پاره‌خط

تالس جزء‌به‌کل بنویسیم:

 
FIH FP

FH
HP
IH

x HP x HP

DEH EP
E

¢
¢ = ¢ Þ + -

+ +
= Þ - =

¢¢

D

D

: ( ) ( )

:

2 2

2 2 2 4 3

4

6 4 3
1

¢¢¢ = ¢¢ Þ =

ì

í
ï
ï

î
ï
ï H

HP
DH

x HP
2 4 3

2( )
�

سمت  پس  برابرند؛   )2( و   )1( تساوی‌های  راست  سمت 
چپشان هم باید برابر باشند:

4

6 2
4 3

3 1

- = Þ - =x x x x �

Þ = Þ =4 4 1x x �

 PE HG x HG= =¾ ®¾¾¾¾ =1 ��
الان که طول AE و GE را داریم می‌توانیم طول AG را هم حساب کنیم:

 AG AE GE= - = - =6 3 2 3 4 3 �
 )محاسبهء خواستهء سؤال(: حالا خوب  به 

مثلث قائم‌الزاویهء AHG در شکل مقابل نگاه کنید.
�

پس  داریم؛  را   AG و   HG طول  مثلث  این  در 
به  هم  را   AH طول  یعنی  سؤال  خواستهء  می‌توانیم 

کمک قضیهء فیثاغورس به دست بیاوریم:

 AH HG AG AH AH2 2 2 2 2 2

48

1 4 3 49 7= + = + Þ = Þ =( )


�

- 25    ۳
١ هر زاویهء خارجی مثلث، برابر   
با جمع زاویه‌های داخلی غیرمجاورش است. مثلاً زاویهء 
ÆB1 = +a b B1 در شکل مقابل می‌شود:� خارجی

�
٢ هر وقت دو مثلث، دو زاویهء برابر داشته باشند، 
متشابه‌اند. مثلاً در شکل مقابل، مثلث‌های ABC و 

b متشابه‌اند. a و DEF با دو زاویهء برابر

٣ برای نوشتن نسبت تشابه دو مثلث، ضلع‌های رو ��  
به زاویه‌های برابر را در یک نسبت زیر هم می‌نویسیم، 
به طوری که در صورت نسبت‌ها اضلاع یک مثلث و در 
مخرج آن‌ها اضلاع مثلث دیگر قرار داشته باشند. مثلاً 
نسبت تشابه مثلث‌های ABC و DEC در شکل مقابل 
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برابر می‌شود با:

�
 

AC
EC

AB
DE

BC
DC

a b q ¾M »n  ¾M »n  ¾M »n

  

= =

�

AB است؛  AC= ÆA و = 90
  )تحلیل شکل مسئله(: به گفتهء سؤال در شکل زیر

می‌توانیم  بنابراین  است؛  متساوی‌الساقین  قائم‌الزاویهء  مثلث  یک   ABC مثلث  یعنی  این 
طول  و   45 با را   C و   B زاویه‌های 
روی   m با  را   AC و   AB ساق‌های 
قضیهء  طبق  الان  بدهیم.  نشان  شکل 
وتر  طول   ABC مثلث  در  فیثاغورس 
. همین‌جا خواستهء  m 2 BC می‌شود
 x را هم DE سؤال، یعنی طول پاره‌خط

در نظر می‌گیریم. 
متشابه(:  مثلث‌های  )تشخیص   
بیایید فرض کنیم زاویهء EAC در شکل 
صورت  این  در  باشد،   a با برابر  مقابل 

زاویهء BAD می‌شود:

�
 BAD DACÆ ( Æ ) ( )= - = - + = -90 90 45 45

   a a �
حالا خوب به زاویه‌های AED و ADE در شکل بالا نگاه کنید؛ این دو زاویه برای مثلث‌های 
AEC و ABD، یک زاویهء خارجی هستند، پس طبق مورد )1( درس‌نامه می‌توانیم بنویسیم:

 AED ADEÆ , Æ ( )= + = - + = -45 45 45 90
   a a a �

حالا مثلث‌های ADC و AEB را جداگانه می‌کشیم:

       
 )2( مورد  طبق  پس  هم‌اند،  مثل  دقیقاً  مثلث  دو  این  زاویه‌های  می‌بینید،  که  همان‌طور 

درس‌نامه این دو مثلث متشابه‌اند.
تشابه مثلث‌های  به کمک مورد )3( درس‌نامه، نسبت  حالا  )نوشتن نسبت تشابه(:   

ADC و ABE را می‌نویسیم:

 
AD
AE

AC
BE

DC
AB

m
x

x
m= = Þ

+
= +

- +

� �

� �

9

12

90 45       « » « »a a 

¾M »n  

    

¾M »n

�

 Þ = + + Þ = + +m m x x2 2 2
12 9 21 108(x )(x ) )*( �

 )پیدا‌کردن دومین رابطهء بین m و x(: خوب به ضلع BC در شکلی که در اولِ گامِ )2( 
کشیدیم نگاه کنید. طول این ضلع را مساوی جمع طول DE ،EC و BD می‌گذاریم:

 2 9 12 2 21m x m x= + + Þ = + �

2 حذف شود:  طرفین تساوی بالا را به توان 2 می‌رسانیم تا

 ( ) ( )2 21 2 42 441
2 2 2 2m x m x x= + Þ = + + )**( �

 )محاسبهء خواستهء سؤال(: حالا رابطهء )*( را در )**( جای‌گذاری می‌کنیم تا به یک 
معادلهء درجه‌2 برحسب x برسیم:

 2 21 108 42 441
2 2( )x x x x+ + = + + �

 Þ + + = + +2 42 216 42 441
2 2x x x x Þ = = Þ =x x2 2

225 15 15 �

 سؤال واقعاً سختی بود، اگر نتوانستید حلش کنید اصلاً اشکالی ندارد. لطفاً 
پاسخ را خوب بخوانید تا اگر مشابه این سؤال را دیدید سورپرایز نشوید.
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 اول نقش نقطهء F را برای مثلث AGC تعیین می‌کنیم؛ بعد با توجه به 
این‌که میانه‌ها به نسبت 1 به 2 همدیگر را قطع می‌کنند، طول GF و EF را حساب می‌کنیم. 
با داشتن طول این دو پاره‌خط به راحتی می‌توانیم به کمک قضیهء فیثاغورس در مثلث رنگی, 
را GF خواستهء سؤال  و   GE پاره‌خط  دو  با داشتن طول  آخر  را حساب کنیم. در   GE  طول 

به دست می‌آوریم.

مقابل  شکل  در  که  همان‌طور   
اسم  به  نقطه‌ای  در  مثلث  هر  میانه‌های  می‌بینید، 
 1 نسبت  به  میانه‌ها  این  همرس‌اند.   )G(ثقل مرکز 
می‌توانیم  هم  می‌کنند؛ پس  قطع  را  همدیگر   2 به 
پارامتری،  صورت  به  را  میانه‌ها  روی  قطعات  طول 

روی شکل بالا بنویسیم؛ هم می‌توانیم بگوییم:

AG GN BG GM CG GP= = =2 2 2, , , �

 )تعیین نقش نقطهء F برای مثلث AGC(: به گفتهء سؤال نقطهء G در شکل زیر، مرکز ثقل 
 ABC قسمتی از میانهء مثلث BG است؛ پس طبق درس‌نامه می‌توانیم بگوییم ABC مثلث

است, پس اگر امتدادش بدهیم، می‌رود که ضلع AC را 
در نقطهء M، نصف کند. از G به A وصل می‌کنیم تا 
مثلث AGC را بهتر ببینیم؛ همهء حواستان به این مثلث 
باشد. به گفتهء سؤال E وسط ضلع GC است و دیدیم 
 AE و  GM شد؛ پس AC هم وسط ضلع M که
میانه‌های مثلث AGC هستند که در نقطهء F همدیگر 
را قطع می‌کنند. حالا طبق درس‌نامه می‌توانیم بگوییم 

نقطهء F، مرکز ثقل مثلث AGC است.
 )محاسبهء طول GF و GE(: طبق درس‌نامه، 
میانه‌های مثلث AGC در شکل مقابل، همدیگر را 
به نسبت 1 به 2 قطع می‌کنند؛ پس می‌توانیم طول 
شکل  روی  مقابل،  صورت  به  را  آن‌ها  روی  قطعات 
 ABC ثقل مثلث  G هم, مرکز  از طرفی  بنویسیم. 

است، پس طول BG، 2 برابر GM می‌شود:

�

 BG GM BG x x x
x

= Þ = + =2 2 2 6

3

( )


�

BF، بنابراین می‌توانیم بنویسیم: =18 AE و = 22 5/ سؤال می‌گوید

 

AE y y y y

BF x x x x

= Þ + = Þ = Þ =

= Þ + = Þ = Þ =

22 5 2 22 5 3 22 5 7 5

18 6 2 18 8 18
18

8

9

/ / / /

44

2 25=

ì

í
ï
ï

î
ï
ï

/
�

بنابراین طول EF و GF برابر می‌شود با:
 
EF y
GF x

= =
= = ´ =

ì
í
î

7 5

2 2 2 25 4 5

/
/ /

�

 )محاسبهء طول GE(: حالا که طول GF و EF را داریم، می‌توانیم به کمک قضیهء 
فیثاغورس در مثلث رنگی بالا، طول GE را پیدا کنیم:

 GF GE EF GE2 2 2 2 2 2
4 5 7 5+ = Þ + =/ / Þ = -GE2 2 2

7 5 4 5/ / �

 Þ = - = ´ =GE 1 5 5 3 1 5 4 6
2 2 2

16

/ ( ) /
��� �

 )محاسبهء خواستهء سؤال(: الان که طول اضلاع قائم مثلث رنگی را داریم، می‌توانیم 
مساحتش را به دست بیاوریم:

 S GF GEGFE = ´ = ´ ´ =1

2

1

2
4 5 6 13 5/ / �
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 A ١ اگر از نقطه‌ای خارج دایره، مثل  
در شکل مقابل، دو مماس بر دایره بکشیم، طول‌شان برابر 
 AT AT= ¢ است، یعنی�

�
روی  که  قطعاتی  و   AT مماس  بین  مقابل،  شکل  در   ٢
امتداد وتر BC می‌سازد )AB و AC( رابطهء زیر برقرار است:

AT AB AC2 = ´ �
�

 AE AD=  )تحلیل شکل مسئله(: به گفتهء سؤال 
است؛ پس طول جفتشان را روی شکل مقابل برابر x در نظر 
 BF و BD در خارج دایره مماس‌های F می‌گیریم. از نقطهء
بر دایره رسم‌شده‌اند؛ پس طبق مورد )1( درس‌نامه، می‌توانیم 

.BD BF y= = فرض کنیم
�

طول AF هم مطابق شکل بالا، z می‌گذاریم.
 )2( مورد  طبق  بالا،  شکل  در   AT مماس  برای   :)z و   x بین  رابطهء  )پیدا‌کردن   

درس‌نامه، می‌توانیم رابطهء زیر را بنویسیم:
AF AE AD z x x z x

x

2 2

2

2 2 1

2

= ´ Þ = Þ =( ) ( )


�

cos را می‌خواهد. این مقدار مثلث قائم‌الزاویهء  ÆADB  )تحلیل خواستهء سؤال(: سؤال
ABD برابر می‌شود با:

 cos Æ cos Æ ( )ADB BD
AD ADB y

x= Þ =
2

* �

yx را به دست بیاوریم. پس برای محاسبهء خواستهء سؤال باید نسبت

 )محاسبهء خواستهء سؤال(: در مثلث قائم‌الزاویهء ABD، فیثاغورس می‌نویسیم:
 AB BD AD y z y x2 2 2 2 2 22+ = Þ + + =( ) ( ) �

: 2x طبق رابطهء )1( به جای z در تساوی بالا می‌توانیم بنویسیم
( ) ( )y x y x y x xy y x+ + = Þ + + + =2 2 2 2 2 4

2 2 2 2 2 2 2 �

 Þ + - = ¾ ®¾ + - =¸
2 2 2 2 0 2 0

2 2 2 22y xy x y xy x �

yx برسیم: x2 تقسیم می‌کنیم تا به یک معادله برحسب طرفین تساوی بالا را بر

 y
x

xy
x

x
x

y
x

y
x

2

2 2

2

2

22
0 2 1 0+ - = Þ + - =( ) ( ) �

D به دست می‌آوریم: جواب معادلهء بالا را هم به کمک

y
x

y
x

y
x=

- ± - - -
= - ± ¾ ®¾¾ = ->2 2 4 1 1

2

2 6

2

6 2

2

2
0( ) ( )( ) �

yx را در تساوی )*( جای‌گذاری می‌کنیم تا به خواستهء سؤال برسیم: حالا مقدار

cos Æ ( )ADB = - = - ´ +
+

1

2

6 2

2

6 2

4

6 2

6 2
�

 =
+

=
+

4

4 6 2

1

6 2( )
�

- 28  ٣
١ زاویهء بین دو نیمساز خارجیِ مثلث، همیشه برابر است با:  

 90 2
-

³¼w â¾Ä»Hp

�

مثلاً در شکل زیر، زاویهء بین دو نیمساز خارجیِ BI و CI می‌شود:

 BIC AÆ Æ
= -90

2
�

�
CI در  و   BI زاویهء خارجی مثلث، مثل  نیمسازهای دو   ٢
 ،A شکل مقابل، همیشه روی نیمسازِ داخلی زاویهء سوم، یعنی

همدیگر را قطع می‌کنند.

�

٣ نیمساز داخلی هر مثلث، ضلع مقابلش را به نسبت اضلاع کناری‌اش قطع می‌کند؛ این 
یعنی اگر در شکل زیر، AD نیمساز باشد، می‌توانیم بنویسیم:

 BDCD
c
b=

´À  nI¹¨

´À  nI¹¨

�

�
b است. مثلاً: dk= a و ck= ، می‌توانیم نتیجه بگیریم که ab

c
d=  از تناسب

a
b a k b k= Þ = =3

5
3 5, �

دو  بین  زاویهء  می‌بینید،  زیر  در شکل  که  همان‌طور   :)ABC مثلث  نوع  )تشخیص   
درس‌نامه   )1( مورد  طبق  پس  ؛  45 شدهء  AED مثلث  از   DF و   EF خارجی  نیمساز 

می‌توانیم بنویسیم:

 90
2

45
2

45 90- = Þ = Þ =
Æ Æ ÆA A A   �

�
پس مثلث ABC، قائم‌الزاویه است.

 )تعیین نقش AF برای مثلث ABC(: حالا 
 DF در شکل مقابل، خوب به نیمسازهای خارجی
و EF از مثلث AED نگاه کنید. طبق مورد )2( 
درس‌نامه، این دو نیمساز روی نیمساز داخلی زاویهء 
ÆA همدیگر را قطع می‌کنند؛ بنابراین  سوم، یعنی

�AF برای مثلث ABC نیمساز است.
درس‌نامه   )3( مورد  طبق  پس  شد؛   ABC مثلث  نیمساز   AF  :) ABAC )محاسبهء  

 ABAC
BF
FC

AB
AC= Þ = =5

10

1

2
می‌توانیم بنویسیم:�

AB x= AC و x= 2 از تناسب بالا هم طبق مورد )4( درس‌نامه، نتیجه می‌گیریم که:
 )تحلیل خواستهء سؤال(: سؤال مساحت مثلث قائم‌الزاویهء ABC را می‌خواهد که می‌شود:

S AB AC x x S xABC ABC= ´ = Þ =1

2

1

2
2

2( )( ) ( )* �

x2 را حساب کنیم. پس برای محاسبهء خواستهء سؤال باید 
x2 در مثلث قائم‌الزاویهء ABC، فیثاغورس   )محاسبهء خواستهء سؤال(: برای محاسبهء

می‌نویسیم:

AB AC BC x x x
x

2 2 2 2 2 2 2

4
15

3

2 5 10 5 15 15

2

+ = Þ + = + Þ = ´( ) ( )




�

Þ =x2
45 �

پس طبق رابطهء )*(، مساحت مثلث ABC می‌شود 45.
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یک  مقابل  شکل  در   ABCD اگر   
متوازی‌الاضلاع باشد، رابطهء زیر بین رئوسش برقرار است:

A C B D+ = + �
�

این رابطه برای خانوادهء متوازی‌الاضلاع‌، یعنی مربع، مستطیل و لوزی هم برقرار است.

 منظور از »بازتاب A نسبت به قطر BD«، همان رأس C است.

 )رسم شکل و تحلیل آن(: به گفتهء سؤال رأس A روی محور yها قرار دارد، پس 
)A در نظر بگیریم. چون قطرهای لوزی, عمودمنصف  , )0 b می‌توانیم مختصاتش را به صورت

 C همان رأس ،BD نسبت به قطر A هم هستند، بازتاب رأس
است؛ سؤال می‌گوید این نقطه روی محور xها قرار دارد پس 
)C در نظر می‌گیریم. طول  , )a 0 مختصاتش را به صورت
بنابراین  هستند؛   5 و   1 ترتیب  به  هم   D و   B رأس‌های 
 D b( , )5 B و a( , )1 مختصات این نقاط را هم به صورت
در نظر می‌گیریم. حالا می‌توانیم شکل فرضی مقابل را برای 

مسئله بکشیم.

 )پیدا‌کردن خواستهء سؤال(: چهارضلعی ABCD در شکل بالا لوزی است، پس طبق 
درس‌نامه می‌توانیم رابطهء زیر را برای رئوسش بنویسیم:

 A C B D a b+ = + Þ + = +( , ) ( , ) ( , ) ( , )0 0 1 5b a �
 Þ = + Þ =( , ) ( , )a b a6 6a b �

xC است. = =a 6 بنابراین طول رأس C برابر

- 30  ١

مثلث زاویه‌های  کسینوس  و  اضلاع  طول  بین  کسینوس‌ها،  قضیهء  طبق   
مقابل، رابطه‌های زیر برقرارند:

a b c bc A2 2 2 2= + - cos Æ

 b a c ac B2 2 2 2= + - cos Æ

 c a b ab C2 2 2 2= + - cos Æ �
�

 BD و DC تحلیل شکل مسئله(: به گفته سؤال( 
 y برابرند، به همین خاطر مطابق شکل طول جفتشان را
 x را هم AD در نظر گرفتیم. خواستهء سؤال، یعنی طول

فرض می‌کنیم.

�

 ADC و ABD محاسبهء خواستهء سؤال(: حالا به کمک درس‌نامه، در مثلث‌های( 

قضیهء کسینوس‌ها را می‌نویسیم:
ADC y x x

ABD y x x

D

D

: ( )( )cos

: ( )( )c

2 2 2

2 2 2

3

2

12 2 12 30

10 2 10

= + -

= + -

�
���

oos30
3

2

�
���

ì

í

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

Þ
= + -

= + -

ì
í
ï

îï

y x x

y x x

2 2

2 2

144 12 3

100 10 3

�

سمت چپ تساوی‌های بالا برابرند؛ پس سمت راستشان را هم برابر می‌گذاریم:

x x x x x2 2
144 12 3 100 10 3 2 3 44+ - = + - Þ = �

 Þ = =x 44

2 3

22

3
�

- 31    ۳
برابر  هم  دترمینان‌هایشان  باشند،  برابر  مربعی  ماتریس  دو  اگر   ١  
A( A و B ماتریس‌های مربعی هستند( باشد، تساوی B= خواهد بود، این یعنی هر وقت
می‌توانیم  ماتریسی  تساوی  یک  طرفین  از  دیگر  عبارت  به  است.  برقرار  هم   | | | |A B=

دترمینان بگیریم )البته به شرطی که طرفین تساوی, ماتریس‌های مربعی باشند(. 
٢ دترمینان، عدد پشت ماتریس را به توان مرتبهء همان ماتریس می‌رساند و پشت خودش 
k همیشه  kA An n

n
n n´ ´= منتقل می‌کند؛ این یعنی در دنیای دترمینان‌ها تساوی

برقرار است.
A از این رابطه پیدا می‌شود:

a b
c d

=
é

ë
ê

ù

û
ú ٣ وارون ماتریس مربعیِ

 A ad bc
d b
c a

A

- =
-

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

1 1

| |
��� �

AX, کافی است طرفین تساوی را از سمت  B=  برای پیدا‌کردن ماتریس X از تساوی
A-1 ضرب کنیم؛ ببینید: چپ در

 AX B AX B X A BA A
I

= Þ = Þ =- - -1 1 1


�

X است. BA= -1 XA باشد هم می‌توانیم بگوییم B= به همین ترتیب اگر

:)A و خود | A |  )محاسبهء

انجام  را  2 هست، 
1 2

0 2 0

1 0

4 3

2 2

A
A

=
-é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

| |
تساویِ راست  در سمت  که  را  اول ضربی 

می‌دهیم:

 2
1 2

0 2 0

1 0

4 3

2 2

4 4 0 3 4

0 8 0 0 6 0
A

A A
=

-é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
- + - +

+ + + +
é| | | |

ëë
ê

ù

û
ú �

 Þ =
é

ë
ê

ù

û
ú2
1

8 6
A

A| |
�

, دترمینان  2
1

8 6
A

A
=

é

ë
ê

ù

û
ú

| |
از طرفین تساوی حالا طبق مورد )1( درس‌نامه، می‌توانیم 

بگیریم:

 2
1

8 6
2 2
A

A
´ =

| | ¾¶Iºïtnj (2) jn¼¶ ¢Lö

2 2

2

42 2
2

2 6 8
A

A A
´ =

¾ ®¾¾¾¾¾¾ = -
|A|

| | | |


�

 Þ = Þ =2 8 4| | | |A A �

A 2 جای‌گذاری می‌کنیم تا خود ماتریس
1

8 6
A

A
=

é

ë
ê

ù

û
ú

| |
| را در تساوی |A = 4  در ادامه

هم به دست بیاید:
 2

4 1

8 6

2 0 5

4 3
A A=

é

ë
ê

ù

û
ú Þ =

é

ë
ê

ù

û
ú

/
�

با  می‌توانیم  داریم  را   A خود  هم  و   | |A هم که  حالا  سؤال(:  خواستهء  )محاسبهء   

XA، ماتریس X را هم به دست بیاوریم:
A

=
é

ë
ê

ù

û
ú

| |
| A |
2

0 2
جای‌گذاری‌شان در تساوی

 XA
A

X=
é

ë
ê

ù

û
ú Þ =

é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú

| |
| A |

/2

0 2

4 2

0 8

2 0 5

4 3
�

 ¾¶Iºïtnj  (4)  jn¼¶  ¢Lö¾ ®¾¾¾¾¾¾ =
é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú

-

X
4 2

0 8

2 0 5

4 3

1/
�

 Þ =
é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú

-
-

é

ë
ê

ù
-

-
-

é

ë
ê

ù

û
úX

4 2

0 8

1

4

4 2

0 8

3 0 5

4 2

1

6 2

3 0 5

4 2
( )

//

ûû
ú �

 =
é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú

1

4

4 2 1 0 5

   

/
�

.1 0 5 1 5+ =/ / بنابراین جمع درایه‌های سطر اول ماتریس X می‌شود
 در حل این‌جور سؤالات پرمحاسبه، باید حواستان باشد که اشتباه محاسباتی 

نداشته باشید.
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- 32  ۴

برای  بنابراین  است؛  مهم  ترتیب ضرب‌کردن  ماتریس‌ها،  دنیای  در   ١  
محاسبهء ضربی مثل ABC دو راه داریم:

 اول AB را حساب کنیم؛ بعد حاصلش را از سمت راست در C ضرب کنیم:
ABC AB C= ´( ) �

 اول BC را حساب کنیم؛ بعد A را از سمت چپ در حاصلش ضرب کنیم:
ABC A BC= ´ ( ) �

و  را نمی‌خواستید   B و   A ماتریس مثل  از ضرب دو  تمام درایه‌های حاصل  ٢ هر وقت 
هدفتان پیداکردن یک سطر یا ستون یا درایه‌ای خاص بود از رابطه‌های زیر استفاده کنید:
AB i A i BuÄoUI¶ pH  ³ÔH  oõw uÄoUI¶  pH ³ÔH  oõw= ´[ ] �

AB j A
j

B
uÄoUI¶ pH  ³ÔH  ·¼Tw

³ÔH  ·¼Tw

 uÄoUI¶  pH= ´
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

�

AB j i AuÄoUI¶  pH ³ÔH  ·¼Tw »  ³ÔH oõw nj Í¤H»
 á¾ÄHnj uÄoUI¶  =[ ppH ³ÔH  oõw

³ÔH  ·¼Tw

uÄoUI¶  pH i
j

B
]́

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

�

 )محاسبهء درایه‌های AB(: اول درایه‌های ماتریس AB را به دست می‌آوریم:

AB
x

x x
x

y

y

x y x
x xy=

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
- +

-
1 0

0

1 0

3 3

2 0 1

1 1

3 2 3

4 xx x xy
x y x xy

3

3

+
- - -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

�

 )اعمال شرط اسکالر‌بودن(: الان بیایید یک نمای کلی از ماتریس D ببینیم:

D AB C
x y x
x xy x x xy

x y x xy
= =

- +
- +

- - - -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
-( )

3 2 3

4 3

3 3

14 10 6

6 7 111

10 1 7- - -

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

�

قطر اصلی �

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

d d d
d d d
d d d

11 12 13

21 22 23

31 32 33

( )* �

d است. اول 
13

d و
12

اگر قرار باشد ماتریس D اسکالر باشد، یکی از شرط‌هایش صفر‌بودن
این دو شرط را اعمال می‌کنیم:

  d12 0== Þ - +
-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=[ ]3 2 3

10

7

1

0x y x �

Þ - - + - + = Þ + =
- +

10 3 2 7 3 0 19 7 33 1

30 20

( ) ( ) ( )x y x x y
x

� �� �� �

 d13 0== Þ - +
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=[ ]3 2 3

6

11

7

0x y x �

 Þ - + - + = Þ - + =
- - -

6 3 2 11 7 3 0 19 11 3 2

18 12 21 7

( ) ( ) ( )x y x x y
x x

��� �� ��� �� �

با معادله‌های )1( و )2( دستگاه زیر را می‌سازیم تا با حلش به x و y برسیم:
19 7 33

19 11 3
18 36 2

x y
x y

y y
+ =

- + =
ì
í
î

¾ ®¾ = Þ =+ �

nj  ÁnHm¬ïÁI]

ÂÄ¯IM
¾ ®¾¾¾¾ + = Þ =19 14 33 1x x �

همان‌طور که می‌بینید با اعمال همین دو شرط x و y را به دست آوردیم؛ پس دیگر با بقیهء 
شرط‌های اسکالر‌بودن کاری نداریم.

 )محاسبهء درایه‌های D(: حالا خوب به رابطهء )*( در گام قبل نگاه کنید. برای محاسبهء 
d11 را لازم داریم،  D فقط یکی از درایه‌های قطر اصلی‌اش مثل درایه‌های ماتریس اسکالرِ 

d11 و درایه‌های بالا و پایین قطر اصلی همگی  چون بقیه درایه‌های قطر اصلی مساوی همان
d11 را حساب می‌کنیم: ، y = 2 x و صفرند. به ازای1=

 d x y x
11

1 2 4

3 2 3

14

6

10

14 12 40 38= - + -
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

= - - = -[ ] �

 D =
-

-
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

38 0 0

0 38 0

0 0 38

پس ماتریس D به این صورت می‌شود:�

در آوردیم،  دست  به  که  را  چیزهایی  حالا  سؤال(:  خواستهء  )محاسبهء   

] جای‌گذاری می‌کنیم تا به خواستهء سؤال برسیم: ]x y D

x
x
y

1

2

-
é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

 [ ] [1 1 2

38 0 0

0 38 0

0 0 38

1

1

2

2

38 38

1

-
-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

= - - -- -
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

76

1

1

1

] �

= - + - = -38 38 76 76 �

- 33    ۳
.OO r¢ = O¢ بگذرد، آن‌گاه C از نقطهء r(O, ) ١ اگر دایرهء  

٢ اگر دایره‌ای از دو نقطهء A و B بگذرد، مرکز آن روی عمودمنصف پاره‌خط AB قرار دارد.
٣ با معلوم‌بودن مختصات دو نقطهء A و B، می‌توانیم معادلهء 
عمودمنصف AB را بنویسیم. عمودمنصف AB, خطی است 
معکوس  قرینه  آن  شیب  و  می‌گذرد   AB وسط  نقطهء  از  که 
عمود  هم  بر  دو خط  اگر  که  باشد  )یادتان  است   AB شیب 

) می‌شود.( )-1 باشند، حاصل‌ضرب شیبشان
�

x است. برای به دست  y ax by c2 2
0+ + + + =  معادلهء گستردهء هر دایره به صورت

آوردن شعاع و مرکز دایره در این معادله, از روابط زیر استفاده می‌کنیم:

O x y r c( , ) , ( ) ( )- - = + -
¯

KÄoò KÄoò

q¨o¶ Ï¼ö q¨o¶ Æoø

SMIY jkø

½jo

2 2
2 2

TTv¬  á¾²jI÷¶

�

y2 برابر 1  x2 و فقط حواستان باشد, زمانی می‌توانید از رابطه‌های بالا استفاده کنید که ضریب
و عدد ثابت, سمت چپِ معادلهء گسترده باشد. اگر معادلهء گسترده این شکلی نبود, باید چنین 

شرایطی را خودتان بسازید.

 )تحلیل سؤال و رسم شکل فرضی(: با توجه به شکل، اگر O مرکز دایرهء C باشد، آن‌گاه:
1( O روی عمودمنصف AB واقع است )طبق مورد )2( درس‌نامه(.

C¢ است. C¢ برابر با شعاع دایرهء 2( فاصلهء O از مرکز دایرهء

�
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 )نوشتن معادلهء عمودمنصف AB(: اگر M وسط پاره‌خط AB باشد، آن‌گاه: 
�

 M A B MA
B= + ¾ ®¾¾¾ - + + =-1

2

1 2

2

4 3

2

1

2

7

2

1 4

2 3
( ) ( , ) ( , )( , )

( , )

عمودمنصف  پس شیب  است،   mAB = -
- -

=
-

4 3

1 2

1

3
با برابر   AB طرفی شیب خط  از 

m؛ پس معادلهء عمودمنصف به این صورت است: mABD = - =1
3 می‌شود

 y y m x xM M- = -D ( ) Þ - = - Þ = +y x y x7

2
3

1

2
3 2( ) :D �

 O( , )a a3 2+ D واقع است، می‌توانیم مختصات آن را به صورت : y x= +3 2 چون O بر
در نظر بگیریم. 

صورت به   ¢C دایرهء معادلهء   :) ¢C دایرهء شعاع  و  مرکز  )پیدا‌کردن   
O¢ و شعاع  ¢ داده شده است، پس اگر مرکز آن را + - - + =C x y x y: /2 2

4 4 4 4 0

r¢ بنامیم، داریم: )طبق مورد )4( درس‌نامه( آن را

 ¢
- - =

- - =
¢ = + - =O r

4

2
2

4

2
2

2 2 4 4 3 6
2 2, / / �

 C دایرهء  مرکز  فاصلهء  گفتیم،  اول  گام  در  همان‌طور که  )پیدا‌کردن خواستهء سؤال(:   
، ¢O ( , )2 2 گرفتن نظر  در  با  حالا   .OO r¢ = ¢ یعنی است،   ¢r با برابر   ¢C دایرهء مرکز  از 

¢ داریم: =r 3 6/ )O و , )a a3 2+

 OO r¢ = ¢ Þ - + + - =( ) ( ) /a a2 3 2 2 3 6
2 2 �

  ·H¼U2 2 2 2
2 3 3 6 10 4 4 3 6¾ ®¾¾ - + = Þ - + =( ) ( ) / /a a a a �

 Þ - + =10 4 0 4 0
2a a / Þ =

± - -
= ± = =a

4 4 4 10 0 4

2 10

4 0

20

1

5
0 2

2( ) ( )( / )
( ) / �

 O( , ) ( / , / )a a3 2 0 2 2 6+ = a آن‌گاه مختصات O به دست می‌آید:� =0 2/ اگر
2 است. 6/ بنابراین عرض مرکز دایرهء C برابر

- 34  ٢
و  a = (a ,a ,a )

1 2 3
مثل بردار  دو  خارجی  و  داخلی  ضرب   ١  

 به صورت زیر محاسبه می‌شوند:


b = (b ,b ,b )
1 2 3

 

حواست به این منفیه باشه.





a b
a a
b b

a a
b b

a a
b b

´ = -

¯

( , , )2 3

2 3

1 3

1 3

1 2

1 2

�

 




a b. (a ,a ,a ).(b ,b ,b ) a b a b a b= = + +
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

�

 | |a a a a= + +
1

2

2

2

3

2 a برابر است با:� = (a ,a ,a )
1 2 3

٢ اندازهء بردار
 به شرطی موازی‌اند که تناسب زیر 



b = (b ,b ,b )
1 2 3

a و = (a ,a ,a )
1 2 3

٣ بردارهای
برقرار باشد:

 
a
b

a
b

a
b

1

1

2

2

3

3

= = �
یک   c و  



b ، a بردارهای با  مقابل  شکل  در   
 ،


h متوازی‌السطوح ساخته‌ایم. همان‌طور که می‌بینید
 است. در مورد این 



b a و بردار ارتفاع وارد بر قاعدهء
متوازی‌السطوح باید سه نکتهء زیرا را بلد باشید:

 






h a b|| ´

� 
 

c | |× =h h 2

 حجم این متوازی‌السطوح از رابطهء زیر، محاسبه می‌شود:
 V a b= × ´| c ( ) | 



�

 را به دست می‌آوریم:


a b´ (: اول به کمک مورد )1( درس‌نامه، | |


h  )محاسبهء

 




a
b

=
= -

ì
í
î

( , , )
( , , )
1 2 0

1 1 1
Þ ´ =

-
-

-
= - -





a b ( , , ) ( , , )
2 0

1 1

1 0

1 1

1 2

1 1
2 1 1 �

 موازی‌اند، 


h p= -(n , , )2  و


a b´ = - -( , , )2 1 1 طبق مورد )4 ـ الف( درس‌نامه، بردارهای
پس طبق مورد )3( درس‌نامه می‌توانیم بنویسیم:

 n p
n n

p p
-

= - =
-

Þ -
= - Þ =

- =
-

Þ =

ì

í
ï

î
ï2

2

1 1

2

2

1
4

2

1 1
2

�

 


h = -( , , )4 2 2  به این صورت شد:�


h پس بردار

 | | ( ) ( )


h = + - + =4 2 2 24
2 2 2 بنابراین اندازه‌اش برابر می‌شود با:�

 
 

c. | |h h= 2 رابطهء گفتیم  درس‌نامه  ـ ب(   4( قسمت  در   :)m آ‌وردن  )به دست   
برقرار است:

 (m, , ).( , , ) ( )- - = Þ + + =m m m m m4 2 2 24 4 2 2 24
2 �

 Þ = Þ =8 24 3m m �
 c ( , , )= -3 3 3 c هم به این صورت می‌شود:� بنابراین بردار

داریم،  را   c و  


a b´ بردارهای که  حالا  متوازی‌السطوح(:  حجم  آوردن  دست  )به   
c ساخته می‌شود را به کمک   و



b ، a می‌توانیم حجم متوازی‌السطوحی که روی بردارهای
مورد )4 ـ پ( درس‌نامه به دست بیاوریم:

 V a b= ´| c.( ) | 



V = - - - = - - - =| ( , , ).( , , ) | | |3 3 3 2 1 1 6 3 3 12 �

- 35  ۴

. x x- +3 5 2|  y وقتی صحیح می‌شود که صورت بر مخرج بخش‌پذیر باشد، پس باید

عبارت  ریشهء  می‌توانیم   , ax b f x+
¯

| ( )

Âõi 

 

RnILø

فرم به  عادکردنی  معادله‌های  در   

x را در سمت راست معادله جای‌گذاری کنیم: b
a= - خطی, یعنی

ax b f x ax b f b
a+ Þ + -| ( ) | ( ) �

 حالا طبق نکتهء بالا داریم:

 
x

x x
x x
x x
x x

- + Þ

- = Þ =
- = - Þ =
- = Þ =
- = - Þ =

3 5 3 2

3 1 4

3 1 2

3 17 20

3 17

17

| ( )��� ��

--

ì

í
ï
ï

î
ï
ï 14

�

پس چهار نقطه با مختصات صحیح وجود دارد.

- 36  ٢

رقم  که  است  سه‌رقمی  عدد  یک   abc از منظور  اعداد  نظریهء  در   ١  
یکانش c، دهگانش b و صدگانش a است. این عدد را به صورت زیر بسط می‌دهیم:

 abc a b c b c= + + < £ £ £10 10 0 9 0 9
2 ,( a , , ) �

٢ در بسط‌دادن اعداد، هر وقت واحد تکرارشونده دیدید عدد را برحسب همان واحد بسط 
ab بسط می‌دهیم: abab را برحسب واحد تکرارشونده‌اش، یعنی بدهید؛ مثلاً عدد

 abab ab ab ab= + =100 101 �
a است.

b
º0بخش‌پذیر باشد؛ می‌توانیم بگوییم b بر a ٣ اگر

aabb می‌رسیم. به گفتهء  bb قرار بدهیم به عدد aa را در سمت چپ  اگر عدد

bb برابر است؛ پس باید بنویسیم: aa و سؤال این عدد با مجموع مربعات دو عدد

 aabb aa bb= +( ) ( )2 2 �
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 حالا اعداد تساوی قبلی را به کمک چیزهایی که در درس نامه گفتیم بسط می‌دهیم:

 100 10 10
2 2aa bb+ = + + +( a a) ( b b) �

 Þ + + + = +100 10 10 11 11
2 2 2 2( a a) ( b b) a b Þ + = +100 11 11 11 11

2 2 2 2( )a b a b �
 ¸¾ ®¾¾ + = +11 2 2

100 11a b a b( ) )*( �
 سمت راست تساوی بالا بر 11 بخش‌پذیر است، پس سمت چپش هم باید بر 11 

بخش‌پذیر باشد، پس طبق مورد )3( درس‌نامه می‌توانیم بنویسیم:

 100 0 0

11 11

9 11

a b a b+ º Þ + º

- ´

�
و  1 9£ £a این‌که به  توجه  با  است.  بخش‌پذیر   11 بر   a b+ می‌گوید بالا  همنهشتی 
 11 بر  بازه  این  در  که  عددی  تنها  می‌شود.   1 18£ + £a b پس است،   0 9£ £b
 a b+ =11 )**( بخش‌پذیر است؛ خود عدد 11 است، پس:�
» می‌سازیم تا بتوانیم به جایش بنویسیم 11 )طبق  »a b+  حالا در تساوی )*( یک

رابطهء )**( حق داریم این کار را انجام بدهیم(:
�

 100 11
2 2a b a b+ = +( ) Þ + + = + Þ + = +99 11 9 1

9

11

1

2 2 2 2

1

a a b a b a a b( ) ( )


�

-11 را جای‌گذاری کنیم: a طبق رابطهء )**( می‌توانیم به جای b در تساوی بالا

 9 1 11
2 2a a a+ = + -( ) Þ + = + - + Þ - + =9 1 22 121 2 31 120 0

2 2 2a a a a a a �

 Þ =
± -

= ± - = ±a
31 31 4 2 120

2 2

31 961 960

4

31 1

4

2( ) ( )( )
( ) �

 a aÎ¾ ®¾¾ = + =

31 1

4
8 �

a جای‌گذاری می‌کنیم تا b هم به دست بیاید: b+ a را در11= = 8 در ادامه
 8 11 3+ = Þ =b b �
ab است. نزدیک‌ترین مربع کامل به این عدد، 81 است، = 83  حالا می‌توانیم بگوییم

پسab حداقل 2 واحد از مربع کامل فاصله دارد.

- 37  ٢
b ،a( ax و c اعدادی صحیح‌اند(  by c+ = ١ به معادله‌هایی به شکل   

معادلهء سیالهء خطی می‌گوییم. برای حل‌کردن این معادله‌ها کارهای زیر را انجام می‌دهیم:
 طرفین معادله را به پیمانهء ضریب کوچک‌تر )یا a یا b( همنهشت قرار می‌دهیم تا به 

یک معادلهء همنهشتی برسیم.
 با حل معادلهء همنهشتی، فرم کلی یکی از مجهول‌ها را به دست می‌آوریم.

 مجهول به‌دست‌آمده را در معادلهء سیاله جای‌گذاری می‌کنیم تا مجهول دیگر هم به 
دست بیاید.

a بخش‌پذیر باشند،  ¹0 ٢ اگر طرفین یک همنهشتی به پیمانهء m, بر عدد صحیحی مثل
می‌توانیم a را از طرفین همنهشتی ساده کنیم؛ اما باید حواسمان باشد که پیمانه را هم بر

) تقسیم کنیم؛ یعنی:	 , )a m

 ax ay x y
m

a
m d

m
d

º ¾ ®¾¾¾ º¸
=(a , ) �

a را می‌توانیم به یک تساوی تبدیل کنیم؛ ببینید: b
m
º ٣ هر همنهشتی مثل

 a b a mk b
m
º Û = + �

 طبق مورد )1( درس‌نامه، طرفین معادله را به پیمانهء ضریب کوچک‌تر، یعنی 22 
همنهشت قرار می‌دهیم:

 
0 69 22

22 22

23 22 1518 23 0

- ´

+ º Þ ºx y x ¸
=¾ ®¾¾¾ º Þ =23

23 22 1

22

0 22( , ) x x k
�

x را در معادله جای‌گذاری می‌کنیم: k= 22  

 23 22 22 1518( )k y+ = ¸¾ ®¾¾ + = Þ = -22
23 69 69 23k y y k �

 سؤال جواب‌های طبیعی معادله را می‌خواهد، پس نامعادله‌های زیر را حل می‌کنیم:

 
x k k
y k k k

> Þ > Þ >
> Þ - > Þ < Þ <

ì
í
î

0 22 0 0

0 69 23 0 23 69 3
�

 ¥HoT{H¾ ®¾¾ < < Þ =0 3 1 2k k , �
بنابراین معادله دوتا جواب طبیعی دارد.
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با را  رأس  بزرگ‌ترین  درجهء  اگر   ،G مثل  رأسی   p کامل  گراف  هر  در   
q(G) نمایش دهیم، داریم: d(G) و تعداد یال‌ها را با ، درجهء کوچک‌ترین رأس را با D(G)

 
D(G) (G) p , q(G) ( )= = - = -d 1

1

2

p p
�

 p p( )-1
2

D و تعداد یال‌ها برابر = = -d p 1  طبق درس‌نامه، در هر گراف کامل,
است. این موارد را در تساوی صورت سؤال جای‌گذاری می‌کنیم:

 p p p p p p
p

( ) ( ) ( ) ( )( )- = - - - = - - -
-

1

2
1 4 1 1 1 4
2

5

��� �� �

q و در نتیجه گراف تهی می‌شود که  =0 p باشد,  p است، چون اگر1= - ¹1 0  
ها را از طرفین تساوی بالا ساده کنیم: ( )p -1 با فرض سؤال تناقض دارد. بنابراین حق داریم

 p p p p p
2

5 2 10 10= - Þ = - Þ = �
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را  گراف  اندازهء  و  داشتید  را  گراف  یک  رأس‌های  درجهء  وقت  هر   ١  
= مجموع درجهء رأس‌ها ´2 تعداد یال‌ها می‌خواستید از رابطهء مقابل استفاده کنید:�

 D(G) G= ٢ بزرگ‌ترین عدد در بین درجه رأس‌های گرافِ
٣ فرض کنید G یک گراف از مرتبهء p و a یک رأسِ آن باشد، در این صورت بین درجهء 

G رابطهء زیر برقرار است: رأس a در G و
G در گراف a درجهء رأس + = -G a p    ýHo¬  nj táHn  â¾]nj 1 �

 تعداد رأس‌های فرد هر گراف، همیشه عددی زوج است.
» است. »p -1  درجهء رأس‌های یک گراف ساده از مرتبهء p، همیشه کوچک‌تر مساوی

 135 5 3 3 3= ´ ´ ´  اول 135 را تجزیه می‌کنیم:�
p می‌شود؛ پس طبق مورد  = 4 اگر 3، 3، 3 و 5 را به عنوان درجهء رأس‌ها در نظر بگیریم،
4 باشد. اما همان‌طور که می‌بینید در  1 3- = )5( درس‌نامه درجهء هر رأس حداکثر می‌تواند

این دنباله, رأس با درجهء 5 داریم، پس 3، 3، 3 و 5 نمی‌توانند درجهء رأس‌ها باشند.
 برای برطرف‌شدن مشکلمان، دوتا 1 به درجه‌های 3، 3، 3، 5 اضافه می‌کنیم تا به 
 5 3 3 3 1 1, , , , , درجه‌های مقابل برسیم:�
p )مرتبه( حداقل. پس اعداد بالا  G( ) الان هم تعداد درجه‌های فرد عددی زوج است و هم

را به عنوان درجهء رأس‌های گراف G در نظر می‌گیریم. 

q(G) را به دست می‌آوریم. در دنبالهء 1، 1، 3، 3، 3 و 5 چون 6تا  D(G) و  حالا
p است. حالا طبق مورد )3( درس‌نامه  = 6 بنابراین عدد داریم، پس 6تا هم رأس داریم؛ 
از را  درجه‌ها  باید همهء   ، G گراف رأس‌های  درجهء  آوردن  به دست  برای  بگوییم  می‌توانیم 

p کم کنیم: - =1 5

G 5 :درجهء رأس‌های 5 5 3 5 3 5 3 5 1 5 1

0 2 2 2 4 4

- - - - - -, , , , , �
q(G) هم از مورد )1( درس‌نامه  D(G) است. برای محاسبهء = 4 همان‌طور که می‌بینید؛

کمک می‌گیریم:

 G G    ýHo¬  ÁIÀï¾]nj  Ì¼µ\¶ ýHo¬  â½pHkºH= ´2 Þ + + + + + =0 2 2 2 4 4 2q G( ) �
   Þ = Þ =14 2 7q G q G( ) ( ) �

q برابر می‌شود با: G
G
( )
( )D

بنابراین
 q G
G
( )
( )

/
D

= = - = - =7

4

8 1

4
2

1

4
1 75 �
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 در مسائل اصل لانه‌کبوتری وقتی می‌خواهیم مطمئن باشیم اتفاق خاصی 
رخ می‌دهد، بدترین حالت ممکن را در نظر می‌گیریم و تا آخرین نفس با سؤال لج می‌کنیم.

 بدترین حالت ممکن این است که تا جای ممکن نقطه‌هایی را انتخاب کنیم که هیچ 
سه‌تایی از آن‌ها روی یک خط راست نباشند.

 به همین خاطر مطابق شکل مقابل، از هر ضلع 
مربعِ بزرگ 2تا نقطه برمی‌داریم.

�
 تا این‌جا 8 نقطه انتخاب کردیم ولی هیچ سه‌تایی از آن‌ها یک خط راست نیستند، 
اما به محض این‌که نهمی را برداریم، خواستهء سؤال برآورده می‌شود؛ پس حداقل 9تا نقطه 

باید انتخاب کنیم.

 �� ���
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 موج عرضی یعنی موجی که راستای نوسان هر جزء از محیط بر راستای 
انتشار موج عمود باشد.

اگر راستای نوسان هر جزء از محیط )مانند فنر( با راستای انتشار موج یکسان باشد، به آن 
موج، موج طولی و اگر راستای نوسان هر جزء از محیط )مانند فنر( بر راستای انتشار موج 

عمود باشد، به آن موج، موج عرضی می‌گویند. حالا عبارت‌ها را بررسی می‌کنیم:
)الف( هنگام انتشار موج صوتی در یک محیط، راستای نوسان ذرات محیط با راستای انتشار 

صوت، یکسان است؛ بنابراین موج صوتی، موج طولی است.
)ب( امواج رادیویی، جزئی از طیف امواج الکترومغناطیسی هستند. در امواج الکترومغناطیسی، 
موج  نتیجه  در  و  عمودند  موج  انتشار  بر جهت  همواره  مغناطیسی  و  الکتریکی  میدان‌های 

الکترومغناطیسی، یک موج عرضی است.
)پ و ت( امواج لرزه‌ای، موج‌های مکانیکی‌ای هستند که از لایه‌های زمین عبور می‌کنند. دو 
نوع از امواج لرزه‌ای امواج اولیهء P و امواج ثانویهء S هستند. امواج P، امواجی طولی )نادرستی 

)پ(( و امواج S، امواجی عرضی )درستی )ت(( هستند.

گزینه‌های  و  بلد هستید  که  بروید  عبارتی  ابتدا سراغ  این‌جور سؤال‌ها،  در   
نادرست را حذف کنید.
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 قاعدهء دست راست برای تعیین جهت نیروی مغناطیسی وارد بر بار متحرک: 
v باشد، به گونه‌ای  اگر دست راست خود را طوری نگه داریم که انگشتان بازشدهء ما در جهت
 می‌سازد و در جهت چرخش طبیعی 



B v با که وقتی آن‌ها را روی زاویهء کوچک‌تری که
 قرار گیرد، انگشت شست ما در جهت نیروی وارد بر ذرهء 



B انگشتان خم کنیم، در جهت
 برای بار منفی می‌توانید دو کار انجام دهید:



F باردار مثبت خواهد بود. برای تعیین جهت
 جهت نیروی وارد بر بار مثبت را به دست آورید، سپس آن را برعکس کنید.

 قاعدهء دست راست را به کمک دست چپ انجام دهید.

بار الکتریکی الکترون منفی است؛ پس می‌توانیم از دست 
چپ کمک بگیریم. به این صورت که اگر چهار انگشت 
الکترون  حرکت  جهت  در  را  خود  چپ  دست  بازشدهء 
چهار  وقتی  که  طوری  به  دهیم،  قرار  شرقی(  )شمال 
انگشت خود را خم می‌کنیم، در جهت میدان مغناطیسی 
)شمال( قرار بگیرد، آن‌گاه انگشت شست دست چپ ما، 

�جهت نیروی مغناطیسی )پایین( را نشان می‌دهد.
 در این‌جور سؤال‌ها، حواستان باشد که بار الکتریکی ذره مثبت است یا منفی! مثلاً 

١ می‌رسید! اگر در این سؤال به منفی‌بودن بار الکتریکی الکترون توجه نکنید، به 
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باید هر یک از کمیت‌های داده‌شده در گزینه‌ها را براساس روابط فیزیکی که بلدیم، بنویسیم 
تا در نهایت یکای کمیت برحسب یکاهای اصلی به دست آید. با انجام این کار می‌بینیم که 

یکای داده‌شده در صورت سؤال، یکای مقاومت الکتریکی است، زیرا:

 R V
I R U

Iq R
mv

I t

V U
q U mv

q It= ¾ ®¾¾¾ = ¾ ®¾¾¾¾¾ =
= = =

=

D
DD ÁroºH

1

2

2

2

2
1

2 �

 Þ = ´
´

= =R m v
I t
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A s
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ÁI§Ä ÁI§Ä
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�
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١ معادلهء ریدبرگ: طول موج خط‌های طیف گسیلی اتم هیدروژن در   
هر رشته از رابطهء زیر به دست می‌آید:

1 1 1
0 01

2 2

1

l
=

¢
- > ¢

¯

-R
n n

n n R nm( ) ( / ( ) )» ©oMkÄn SMIY:

¾T{n  â½nIµ{



�

) برحسب نانومتر است. )l  در این رابطه، طول موج
 شماره و نام رشته‌ها به صورت جدول زیر است:

(n )¢ 12345شمارهء رشته
پفوندبراکتپاشنبالمرلیماننام رشته

٢ طول موج آستانه برای پدیدهء فوتوالکتریک:
بیشترین طول موج فوتون فرودی که باعث رخ‌دادن پدیدهء فوتوالکتریک می‌شود. 

 l0
0

=
®

hc
W q±Î  nI¨  ÍMIU

�

: تندی نور در خلأ( c m s= ´3 10
8 / : ثابت پلانک و h J s 6 6 10

34/ .´ - (

 طول موج آستانهء فلز را محاسبه می‌کنیم:

 l l
0

0

15 8
7

0

4 14 10 3 10

2 3
5 4 10 540= = ´ ´ ´ = ´ Þ =

-
-hc

W m nm/
/ / �

540 یا  nm  حالا باید ببینیم که کدام طول موج از تابش‌های اتم هیدروژن برابر
کم‌تر از آن است. واضح است که  این طول موج در محدودهء نور مرئی و مربوط به رشتهء بالمر 

¢ است؛ پس به کمک رابطهء ریدبرگ داریم: =n 2 یعنی

 l
l

£ Þ ³ Þ
¢

- ³540
1 1

540

1 1 1

5402 2
nm R

n n
( ) �

 Þ - ³ Þ - ³1

100

1

2

1 1

540

1

4

1 100

5402 2 2
( )

n n
�

 Þ £ - Þ £ - Þ £1 1

4

100

540

1 135 100

540

1 35

5402 2 2n n n
�

 Þ £ Þ ³ Þ ³1 7

108

108

7
15 4

2

2 2

n
n n / �

کم‌ترین مقدار قابل قبول برای n برابر 4 است.
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¢ را محاسبه می‌کنیم: =n 2 n به تراز = 4  طول موج مربوط به گذار الکترون از تراز

 1 1 1 1

100

1

2

1

4

1

100

4 1

16

1600

32 2 2 2l
l=

¢
- = - = ´ - Þ =R

n n
nm( ) ( ) ( ) �
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١ قانون لنز: با تغییر شار مغناطیسی عبوری از یک حلقه )یا پیچه یا   
سیم‌لوله(، میدان مغناطیسی القایی در داخل حلقه به وجود می‌آید که جهت آن طبق جدول 

زیر تعیین می‌شود:
جهت میدان مغناطیسی القاییچگونگی تغییر شار مغناطیسی

در خلاف جهت میدان مغناطیسی اصلیافزایش
هم‌جهت با میدان مغناطیسی اصلیکاهش

٢ قاعدهء دست راست برای تعیین جهت جریان القایی: اگر 
چهار انگشت دست راست را در جهت میدان مغناطیسی در 
داخل حلقه قرار دهیم، شست دست جهت جریان القایی در 

حلقه را نشان می‌دهد )شکل مقابل(:
�

 در شکل زیر جریان عبوری از سیم‌لولهء )1( و به کمک قاعدهء دست راست جهت 
) را نشان داده‌ایم. با کاهش مقاومت رئوستا، جریان عبوری  )B

��
میدان مغناطیسی این سیم‌لوله

B و شار مغناطیسی عبوری از سیم‌لولهء )2( افزایش می‌یابد.
��

از سیم‌لولهء )1( و در نتیجه اندازهء
القایی در  افزایش شار، میدان مغناطیسی  این  از  برای جلوگیری  لنز  قانون   طبق 

B یعنی به طرف چپ است.
��

) در خلاف جهت )B
��

ÂÄI£²H سیم‌لولهء )2(
 حالا اگر دوباره از قاعدهء دست راست کمک بگیریم، جریان القایی در سیم‌لولهء )2( 
در جهت نشان داده شده در شکل بالا خواهد بود. با کمی دقت می‌توان فهمید، جهت جریان 

، از B به A است. ¢R القایی در مقاومت
 می‌دانیم جهت میدان مغناطیسی القایی در سیم‌لولهء )2( از قطب S به N است؛ 

بنابراین D، قطب S سیم‌لولهء )2( است.

�
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١ در حرکت راست‌خط ‌شتاب   
Dt برابر سرعت  ثابت، سرعت متوسط در بازهء زمانی
متحرک در لحظهء وسط این بازهء زمانی است. مثلاً در 
نمودار سرعت ـ زمان شکل )الف(، سرعت متوسط 

v¢ است.  t2 برابر t1 تا متحرک در بازهء 

٢ شیب خط گذرنده از دو نقطهء نمودار سرعت ـ �
زمان برای یک بازهء زمانی معین برابر شتاب متوسط 
)ب(، شیب  در شکل  مثلاً  است.  زمانی  بازهء  آن  در 
t2 است. t1 تا خط AB برابر شتاب متوسط در بازهء

شتاب متوسط متحرک 
 B و A شیب خط گذرنده از دو نقطهء = t2 t1 تا در بازهء

�

٣  اگر نمودار سرعت ـ زمان یک متحرک زیر محور t باشد، جهت بردار سرعت منفی 
t1 جهت سرعت منفی است.( است. )در شکل )پ( در بازهء صفر تا

 اگر نمودار سرعت ـ زمان بالای محور t باشد، جهت بردار سرعت مثبت است. )در شکل 
t2 جهت سرعت مثبت است.( t1 تا )پ( در بازهء 

ـ  نمودار سرعت  از  بخشی  مانند شکل )پ(  اگر   
زمان بالای محور t و بخشی از آن پایین محور t باشد، 
 ( )S S

¯IM ¸ÃÄIQ
- باید اختلاف مساحت‌های بالا و پایین

بردار سرعت  باشد،  اگر حاصل مثبت  را حساب کنیم. 
متوسط در جهت محور x و اگر منفی باشد، در خلاف 

جهت محور x خواهد بود. 
�

عبارت‌ها را یکی‌یکی بررسی می‌کنیم.
الف( در شکل )الف(، سرعت در لحظهء وسط بازهء 
v¢ و سرعت در لحظهء وسط  t1 را با زمانی صفر تا
داده‌ایم؛  نشان   ¢¢v با را   t4 تا  t3 زمانی بازهء 

بنابراین با توجه به شکل می‌توانیم بگوییم:
 | | | |¢ > ¢¢v v �

 Þ >t t t
1 4 3

    IU  oÿÅ   â½pIM  nj  ôw¼T¶  Søow  â½pHkºH IU  â½pIIM  nj  ôw¼T¶  Søow  â½pHkºH �
t4 زیر محور t قرار دارد، پس  از آن‌‌جایی که نمودار سرعت ـ زمان، در بازهء زمانی صفر تا
 t1 متحرک در این بازه تغییر جهت نداده و در نتیجه تندی متوسط در بازه‌های زمانی صفر تا

t4 برابر اندازهء سرعت متوسط در این بازه‌ها است و داریم: t3 تا و
 t1 t4 > تندی متوسط در بازهء صفر تا t3 تا  تندی متوسط در بازهء �

در  سرعت  که  داده‌ایم  نشان  )ب(  شکل  در  ب( 
t2 تا t2 و t1 تا لحظه‌های وسط بازه‌های زمانی

؛ بنابراین عبارت )ب(  ( )¢ = ¢¢v v t3 برابر است

 .درست است

�
t4 تغییر جهت داده است. برای همین ما در شکل )پ( خط  پ( بردار سرعت متحرک در لحظهء
t4 و هم‌چنین خط گذرنده از دو نقطهء نمودار  t1 و گذرنده از دو نقطهء نمودار در لحظه‌های
t5 را رسم کرده‌ایم. واضح است که شیب خط )1( از شیب خط )2( کم‌تر  t4 و در لحظه‌های

است؛ پس داریم:
 t4 t1 تا t5 < اندازهء شتاب متوسط در بازهء t4 تا  اندازهء شتاب متوسط در بازهء �

ت( در شکل )ت( می‌بینید که شیب خط گذرنده 
مثبت   t5 و  t1 لحظه‌های در  نمودار  نقطهء  دو  از 
بازهء  این  در  متوسط  شتاب  جهت  پس  است؛ 
زمانی در جهت مثبت محور x است. اما در بازهء 
پایین محور t5 مساحت محصور در  تا  t1 زمانی
محور بالای  در  محصور  مساحت  از   (S )

¸ÃÄIQ
t

) بزرگ‌تر است و داریم:� )S t
¯IM

 S S
¯IM ¸ÃÄIQ

- <0 �

Þ <t t
5 1

0IU  â½pIM  nj  ôw¼T¶  Søow �
t5 در  t1 تا بنابراین جهت سرعت متوسط در بازهء
 .خلاف جهت شتاب متوسط در این بازه است

�



19

شبیه‌ساز کنکور )2(
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 جابه‌جایی متحرک در T ثانیهء nامُ:

 

â¾Ã²»H  Søow

 ¥odT¶

 ¥odT¶  JIT{

Dx n aT v Tn = - +
¯

­
( / )0 5

2

0
�

 با جای‌گذاری داده‌ها در رابطهء زیر می‌توانیم بنویسیم:

 D
D

x n aT v T
a

n

T s n
x m

= - +
¾ ®¾¾¾¾ = - += =

=
( / )

( / ) ( ),

0 5

400 2 0 5 4
2

0

4 2

400

21

2

44

304 4 0 5 4 4

0

4 4

304

2

0
2

4

v

a vT s n
x m
= =

=¾ ®¾¾¾¾ = - +, ( / ) ( )D

�

 حالا با تشکیل دستگاه می‌توانیم شتاب متحرک را به دست آوریم:

 Þ
= +
= +

ì
í
î

Þ - = Þ =
400 24 4

304 56 4
96 32 3

0

0

2
a v
a v

a a m s| | / �

- 48  ٢
از روی نمودار به دست آورید،  A را  ابتدا معادلهء مکان ـ زمان متحرک   
زمان  ـ  مکان  معادلهء  و  اول، سرعت  ثانیهء   6 در   A متوسط متحرک  از روی سرعت  سپس 
متحرک B را محاسبه کنید و در نهایت از روی دو معادله، لحظات به هم رسیدن دو متحرک 

و تندی متوسط متحرک A در این بازهء زمانی را به دست آورید.

t1 تا ١ در حرکت با شتاب ثابت، سرعت متوسط متحرک در بازهء زمانی  

t برابر است. t t
=

+
1 2

2
t2 با سرعت لحظه‌ای متحرک در لحظهء

٢ با داشتن 3 نقطه از نمودار مکان ـ زمان حرکت با شتاب ثابت، می‌توانیم معادلهء مکان ـ زمان 
متحرک را به دست بیاوریم.

٣ لحظه‌ای که دو متحرک از کنار هم عبور می‌کنند، همان لحظه‌ای است که نمودار مکان ـ زمان 
دو متحرک یکدیگر را قطع می‌کنند.

 ابتدا معادلهء مکان ـ زمان متحرک A )حرکت با شتاب ثابت( را به دست می‌آوریم.

 
t s x
t s x m
t s x

x at v t x1 1

2 2

3 3

1

2

2 0

3 5 3 75

6 0

2
0 0

= =
= = -
= =

ì

í
ï

î
ï

¾ ®
= + +

:
/ : /
:

¾¾¾¾¾¾ �

 

0
1

2
2 2 2 2 0

3 75
1

2
3 5 3 5

4

2

0 0 0 0

2

0 0

= + + Þ + + =

- = + +

Þ

a v x a v x

a v x

( ) ( )

/ ( / ) ( / )

99

8
3 5 3 75

0
1

2
6 6 18 6 0

0 0

2

0 0 0 0

a v x

a v x a v x

+ + = -

= + + Þ + + =

ì

í

ï
ï
ï
ï

î

ï / /

( ) ( )

ïï
ï
ï

�

 x x a v x a v x1 3 0

0 0 0 0
2 2 18 6

= =¾ ®¾¾¾ + + = + + �

 Þ - = Þ = - ¾ ®¾¾ + - + ==
4 16 4 2 2 4 0

0 0

0

0
1v a v a a a xx ( ) �

 Þ = ¾ ®¾¾¾¾ - = + - +=-x a a a ax m
0

3 75
6 3 75

49

8
3 5 4 62 / / / ( ) �

 Þ - = - Þ =3 75
15

8
2

2/ /a a m s �

 v a
x a A A

v m s
x m

x at v t x x t t0

0

4

6

0

0

2

0 0

2
8

12

1

2
8

=-
=¾ ®¾¾

= -
=

ì
í
î

Þ = + + Þ = - +
/

112 �

 به کمک سرعت متوسط متحرک A در 6 ثانیهء اول، سرعت متحرک B )حرکت 
x آن را می‌نویسیم. t- یکنواخت( و معادلهء

 v x
t

x x
tav A

A x m x
t s,
,= =

-
¾ ®¾¾¾¾¾= =

=
D
D D D

6 0 12 0

6

0 6 �

 v m s v m sav A
v v

B
B av A

, / /,= - = - ¾ ®¾¾¾¾ = -
=0 12

6
2 2 �

 x vt x xB
v m s
t s xB

= + ¾ ®¾¾¾¾ = - +=-
= =0

2

3 5 0 0
0 2 3 5

/
/ , ( / ) �

 Þ = Þ = - +x m x tB0
7 2 7 �

به هم  را که دو متحرک  ـ زمان دو متحرک، لحظه‌هایی  با داشتن معادلهء مکان   
می‌رسند، محاسبه می‌کنیم.

 x x t t t t t
t s
t sA B= Þ - + = - + Þ - + = Þ
¢ =
¢¢ =

ì
í
î

2 2
8 12 2 7 6 5 0

1

5
�

لحظهء در   A متحرک  این‌که  و   A متحرک  زمان  ـ  مکان  معادلهء  به  توجه  با   

از را  متحرک  متوسط  تندی  و  طی‌شده  مسافت  می‌دهد،  جهت  تغییر   t s= + =2 6

2
4

¢¢ به دست می‌آوریم:�  =t s5 ¢ تا =t s1

 x t t

t s x m

t s x m

t
A = - + Þ

¢ = Þ = - + =

= Þ = - + = -

¢¢ =

2

1

2

2
8 12

1 1 8 12 5

4 4 8 4 12 4( ) ( )

55 5 8 5 12 3
3

2s x mÞ = - + = -

ì

í
ï

î
ï ( ) ( )

�

 Þ = - + - | | | |x x x x
2 1 3 2

�
 Þ = - - + - - - = + = | | | ( ) |4 5 3 4 9 1 10m �

 s t s m sav av= Þ =
-

=

D
10

5 1
2 5/ / �

- 49  ٢
 در سؤالاتی که نمودار شتاب ـ زمان متحرکی را به شما می‌دهند، نمودار 
متحرک،  زمان  ـ  نمودار سرعت  از  استفاده  با  کنید. چون  رسم  را  متحرک  زمان  ـ  سرعت 
می‌توانید مسافت طی‌شده، جابه‌جایی، سرعت متوسط، تندی متوسط و ... را به دست بیاورید.

نمودار  بین  محصور  مساحت   ١  
با  برابر  زمانی،  بازهء  یک  در   t محور  و  زمان  ـ  شتاب 
اندازهء تغییرات سرعت است. اگر نمودار شتاب ـ زمان 
باشد، علامت تغییرات سرعت مثبت و   t بالای محور 
اگر پایین محور t باشد، علامت تغییرات سرعت منفی 

است.
�

 
t v S
t t
1 1 1

2

 IU  oÿÅ  ÂºI¶p  â½pIM  nj  Søow  RHoÃÃûU

 IU  

: D =

11 2 2
  ÂºI¶p  â½pIM  nj  Søow  RHoÃÃûU: Dv S= -

�

 t2 Dv :تغییرات سرعت در بازهء زمانی صفر تا S S= -
1 2

�

 v x
tav = D

D
٢ سرعت متوسط: نسبت جابه‌جایی متحرک به مدت‌زمان جابه‌جایی:�

 s tav = 

D
٣ تندی متوسط: نسبت مسافت طی‌شده به مدت‌زمان:�

 قبل از این‌که عبارت‌ها را بررسی کنیم، باید نمودار سرعت ـ زمان متحرک را رسم 
کنیم. پس به سراغ مساحت محصور بین نمودار شتاب ـ زمان و محور t می‌رویم )شکل )الف(، 

تا با استفاده از آن بتوانیم نمودار سرعت ـ زمان متحرک را رسم کنیم.

�
 Dv S m s

1 1
2 4 8= = ´ = / �
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 Dv S m s
2 2

12 4 2 16= - = - - ´ = -( ) / �
 Dv S m s

3 3
16 12 1 4= - = - - ´ = -( ) / �

 Dv S m s
4 4

20 16 1 4= = - ´ =( ) / �
 Dv S m s

5 5
25 20 2 10= = - ´ =( ) / �

 حالا می‌توانیم نمودار سرعت ـ زمان متحرک را رسم کنیم. )شکل )ب((.

�
t2 را با استفاده از  t1 و عجب نموداری شد! برای این‌که نمودارمان کامل‌تر شود، لحظه‌های
تشابه مثلث‌ها به دست می‌آوریم. )با کمک معادلهء سرعت ـ زمان هم می‌توانید به دست بیاورید.(

 2
6

4
12 3 4 12 3

1

3

1

1
1 1 1 1

=
-

Þ = - Þ = Þ =
t
t t t t t s �

 2

14

4

12
12 7 28 8 40 5

1

7

2

2
2 2 2 2

=
-
-

Þ - = - Þ = Þ =
t
t t t t t s �

 حالا به سراغ بررسی عبارت‌ها می‌رویم.
t مثبت است؛ بنابراین متحرک در  s

2
5= t تا s

1
3= )الف( سرعت متحرک در بازهء زمانی

.حرکت می‌کند x در جهت محور ) 2 s این بازهء زمانی )یعنی
t را  s

2
25= t تا s

1
0= )ب( برای این‌که مسافت طی‌شده توسط متحرک در بازهء زمانی

به دست بیاوریم، از مساحت محصور بین نمودار سرعت ـ زمان و محور t استفاده می‌کنیم 
)شکل )ب((.

  = + + + + +S S S S S S
1 2 3 4 5 6

�

 = ´ + - ´ + - ´ + + ´ -3 6

2

5 3 2

2

12 5 14

2

14 18 16 12

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) �

 + + ´ - + + ´ -( ) ( ) ( ) ( )14 18 20 16

2

14 4 25 20

2
�

 = + + + + + =9 2 49 64 64 45 233 m �
 .233 است m پس مسافت طی‌شده توسط متحرک در کل حرکت، برابر با

نوع  می‌شود،  نزدیک   t محور  به  متحرک  زمان  ـ  سرعت  نمودار  که  زمانی  بازهء  در  )پ( 
در  متحرک  نوع حرکت  )ب(،  به شکل  توجه  با  بنابراین  است؛  کندشونده  متحرک  حرکت 
برابر  مجموعاً  که  است  کندشونده   ( , )16 25s s و  ( , )4 5s s ، ( , )0 3s s زمانی بازه‌های 
دست  به  درصد  برحسب  زمان  کل  به  نسبت  را  مقدار  این  است.   ( )3 1 9 13+ + = s با
 13
25

100 52´ = %   می‌آوریم.�

)ت( مسافت طی‌شده توسط متحرک در کل زمان حرکت را در عبارت )ب( به دست آوردیم؛ 
پس می‌توانیم تندی متوسط متحرک در کل زمان حرکت را با جای‌گذاری داده‌ها در رابطهء 

مقابل محاسبه کنیم.
 s t s m sav

m
t s av= ¾ ®¾¾¾ = ==
=




D D
233

25

233

25
9 32/ / �

اما برای محاسبهء سرعت متوسط متحرک در کل زمان حرکت به جابه‌جایی متحرک در این بازهء 
زمانی نیاز داریم. با توجه به شکل )ب( و با استفاده از مساحت محصور بین نمودار سرعت ـ زمان 

متحرک و محور t، جابه‌جایی متحرک در کل زمان حرکت را به دست می‌آوریم.
Dx S S S S S S m= - + - - - - = - + - - - - = -

1 2 3 4 5 6
9 2 49 64 64 45 229 �

در نهایت با جای‌گذاری داده‌ها در رابطهء زیر، سرعت متوسط متحرک در کل زمان حرکت را 

 v x
t v m sav

x m
t s av= ¾ ®¾¾¾¾ = - = -=-
=

D
D

D
D

229

25

229

25
9 16/ / محاسبه می‌کنیم.�

 Þ =| | / /v m sav 9 16 �

اندازهء به  حرکت  زمان  کل  در  متحرک  متوسط  تندی  می‌بینید،  که  همان‌طور 
.بیشتر از بزرگی سرعت متوسط آن در این بازهء زمانی است ( / / ) / /9 32 9 16 0 16- = m s

- 50  ٣
v را با توجه به اطلاعات مسئله رسم کرده و از تشابه مثلث‌ها  t-  نمودار

کمک بگیرید.

 در سقوط آزاد بدون سرعت اولیهء یک جسم، تندی متوسط برابر با نصف تندی 
لحظهء برخورد گلوله با زمین است.

 s v
v

av av= =| |
| |

jn¼ioM

2 �

بزرگی  نداریم،  جهت  تغییر  چون   
از  برابر است.  با تندی متوسط  سرعت متوسط 
طرفی چون سقوط آزاد حرکتی با شتاب ثابت 
است، بنابراین از روی سرعت متوسط می‌توانیم 
بیاوریم  دست  به  را  زمین  به  برخورد  سرعت 
y+ را رو به بالا فرض کردیم(. با توجه به  )جهت
v را رسم می‌کنیم: t- اطلاعات مسئله نمودار

 v
v v v

v m sav =
+

Þ - =
+

Þ = -0

2
18

0

2
36

jn¼ioM jn¼ioM

jn¼ioM
/ �

 
v

a g m s
t

v
t0

2

0

10 10

36

10
3

=

= - = -

ì
í
ï

îï
Þ =

-
Þ = -

-
=

/
/

jn¼ioM

jn¼ioM

jn¼ioM
66 s � 

 v برابر با )t 1 مسیر را پیموده )لحظهء
9

 اگر سرعت متحرک در لحظه‌ای که متحرک
v ایجاد می‌شود؛ بنابراین می‌توانیم بنویسیم: t- باشد، دو مثلث در نمودار

 ( / ) ( ) ( / ) ( )t v S
S S

t v
3 6 36 3 6 36

1

9

2 2 1

1 2

2 2= =
+

Þ = = �

 Þ = = -t s v m s1 2 12/ , / �
 حالا با داشتن سرعت متحرک در لحظهء t و لحظهء برخورد، سرعت متوسط متحرک 

را به دست می‌آوریم:
 v

v v
v m sav av=

+
Þ = - + - = -jn¼ioM

2

12 36

2
24

( ) / �

چون جسم تغییر جهت نداده است، پس بزرگی سرعت متوسط با تندی متوسط برابر است.
 s v m sav av= =| | /24 �

- 51  ١

 شتاب گرانش در اطراف کرهء زمین، با مربع فاصله از مرکز زمین نسبت 
وارون دارد.

 

h
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R

ÌIÿUnH  nj  yºHo¬  JIT{

¸Ã¶p  cõw  pH  
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= = = Þ ¢ ==g
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R
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g
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R
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e

e( ) ( ) / /2 4 2

5

1

25
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g

g g
gRHoÃÃûU kÅnj =

¢ - ´ = - ´ = - ´ = -100
0 04

100 0 96 100 96
/ / % �
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١ نیروی اصطکاک جنبشی:
 

f Fk k N N

N

¯

®= ´m


( )

( )

 cõw  Áj¼µø  Á»oÃº

¥I§õÅH  Á»oÃº

 ÂzL¹]

¥I§õÅÅH  KÄoò

ÂzL¹]

�
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٢F رابطهء قانون دوم نیوتون: manet N kg

N

kg
¯

®=


( / )

( )

( )

 JIT{

}²Ii  Á»oÃº

 ´v]  oM  jnH»

³o]
�

می‌نویسیم  قائم  راستای  در  را  نیوتون  دوم  قانون  ابتدا   
دست  به  را  اصطکاک  نیروی  ادامه  در  و  سطح  عمودی  نیروی  و 

 ( )F F F
1 2

= = می‌آوریم:

 ( )F F F mg F mg Fnet y N N= Þ + - = Þ = -0 0
2

�
 f F mg Fk k N k= ´ = -m m ( ) ��

 قانون دوم نیوتون را در راستای افقی می‌نویسیم:

 ( ) ( )F ma F f ma F mg F manet x k k= Þ - = Þ - - =1 m �
 Þ - - = ´ Þ - + =F F F F0 25 40 4 2 5 10 0 25 10/ ( ) / / �
 Þ = Þ =1 25 20 16/ F F N �

 در حالت جدید، قانون دوم نیوتون را دوباره در راستای افقی می‌نویسیم:

 ¢ - ¢ = ¢ ¾ ®¾¾¾¾¾ - - = ¢¢= =F f ma ak
F F N1 25 20

20 0 25 40 20 4
/ / ( ) �

 Þ - = ¢ Þ ¢ =20 5 4 3 75
2a a m s/ / �

 در آخر درصد تغییر شتاب را محاسبه می‌کنیم.

 ¢ - ´ = - ´ =a a
a 100

3 75 2 5

2 5
100 50

/ /
/ % �
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١ بیشینهء نیروی اصطکاک ایستایی که جسم برای شروع حرکت با آن   
روبه‌رو می‌شود، نیروی اصطکاک در آستانهء حرکت نامیده می‌شود و جهت آن در خلاف جهتی 

است که جسم می‌خواهد شروع به حرکت کند.

 

 Á»oÃº  â¾¹ÃzÃM

 ÂÄITvÄH  ¥I§õÅH

 cõw  

( )

,max ( )

N

s s N Nf F­

¯
®= ´m ÁÁj¼µø  Á»oÃº

ÂÄITvÄH  ¥I§õÅH  KÄoò

�

٢ دو نیروی عمودی سطح و نیروی اصطکاک از طرف سطح بر جسم اثر می‌کنند. این دو 
نیرو بر هم عمود بوده و برایند آن‌ها، نیروی سطح بر جسم نام دارد.

 R f FN= +2 2 �
fk باشد. fs,max یا ، fs در رابطهء بالا f می‌تواند

 نیروهای وارد بر جسم در آستانهء حرکت را رسم می‌کنیم:

( )F F Fnet x N= Þ =0
1

�

 �
 f F Fs s N N,max /= ´ =m 0 5 FN را به دست می‌آوریم:� fs,max و  نیروهای

 R F f F FN s
R N
f F N Ns N

= + ¾ ®¾¾¾¾¾ = +=
=

2 2 34 5

0 5

2 2
34 5 0 5,max /,max

( ) ( / ) �

 Þ = Þ = ´ Þ =34 5
5

4
34 5

1

2
5 68

2F F F NN N N �

 f Ns,max /= ´ =0 5 68 34 �
 نیروی خالص در راستای قائم را برابر صفر قرار می‌دهیم و جرم را به دست می‌آوریم:

 ( ) ,max ,maxF F f mg F f mgnet y s s= Þ - - = Þ - =0 0
2 2

�

 F N
f Ns

mg m2 35

34
35 34 1 10

=
=¾ ®¾¾¾¾ - = Þ =

,max
�

 Þ = Þ =m kg m g1

10
100 �
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١ انرژی جنبشی جسمی به جرم m و تندی v، از رابطهء زیر به دست می‌آید:  

 K mv= 1

2

2 �

 F mv
rc =

2
٢ بزرگی نیروی مرکزگرا در حرکت دایره‌ای یکنواخت:�

v است.   در حال حرکت با سرعت


B ٣ ذره‌ای با بار q در میدان مغناطیسی یکنواخت
 F q vB= | | sinq اندازهء نیروی مغناطیسی وارد بر این ذره:�

( و جهت میدان مغناطیسی  v q زاویهء بین جهت حرکت بار الکتریکی )بردار در رابطهء بالا،
( است.



B )بردار

 

) است. )-
-

1

0b ، الکترون b- ) و ذرهء )
2

4a ، هستهء اتم هلیم a  ذرهء
ابتدا به کمک شکل نسبتی رابطهء انرژی جنبشی، نسبت تندی دو ذره را محاسبه می‌کنیم. 
a شامل 2 پروتون و 2 نوترون است؛ بنابراین جرم آن تقریباً 4 برابر جرم پروتون است.  ذرهء

b هم که برابر جرم الکترون است. داریم: جرم ذرهء

 K mv K
K

m
m

v
v

m
m

v
v

p

e
= Þ = ´ Þ = ´1

2
1

4
2 2 2a

b

a

b

a

b

a

b
( ) ( ) �

 Þ = =
´

=
´ ´

¾ ®¾¾ =
´ ´

( )v
v

m
m

v
v

e

p

a

b

a

b

2

4

1

4 1800

1

4 900 2

1

2 30 2

nm] �

 نیروی مرکزگرای وارد بر ذرات که باعث چرخش آن‌ها می‌شود، همان نیروی مغناطیسی 
وارد بر آن‌ها است؛ بنابراین:

 F F mv
r q vB r mv

q Bc B= ¾ ®¾¾¾ = Þ =q:·Iv§Ä
2
| | | | �

 B p

e

e

e

r
r

m
m

v
v

m
m

v
v

q
q

:·Iv§Ä¾ ®¾¾¾ = ´ ´ = ´ ´a

b

a

b

a

b

b

a

a

b

| q |
| q |

| |
| |

4

2
�

 = ´ ´
´ ´

´ = = ´ Þ =4 1800
1

2 30 2

1

2

1800

30 2

60

2

2

2
30 2

r
r
a

b
�
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 انتشار موج عرضی:

١ هرگاه جهت انتشار موج عرضی به سمت چپ باشد، هر ذره از محیط می‌خواهد حرکت 
ذرهء سمت راست خود را تکرار کند. )به طور متناظر، این نکته را در مورد انتشار موج عرضی 

به سمت راست نیز می‌توانیم به کار ببریم.(
٢ مسافتی که هر ذره از محیط در مدت یک دوره طی می‌کند، به اندازهء 4 برابر دامنه است، 

اما جابه‌جایی آن در مدت یک دوره، صفر است.
٣ تندی انتشار موج عرضی در یک محیط ثابت است و از روابط زیر به دست می‌آید:

 ( / )
( )
( )

( )
m s

m
s

mv t v TÁk¹U

 SÎIv¶

 ÂºI¶p  â½pIM

 Z¼¶  Ï

¬
®
®

®= Þ =

D
l ¼¼ö

 ½n»j®( )s
�

موارد )الف( تا )ت( را به ترتیب بررسی می‌کنیم:
)الف( نقطهء M می‌خواهد حرکت ذرهء سمت راست خود را تکرار کند؛ پس به سوی بالا حرکت 

.می‌کند و چون از مرکز نوسان خود دور می‌شود، حرکت کندشونده دارد
)ب( ابتدا دورهء حرکت را محاسبه می‌کنیم.

 5
4

20 16 16 10
2l l= Þ = = ´ -cm m �

 v T T T s= Þ = ´ Þ = ´
-

-l
8

16 10
2 10

2
2   �

اندازهء 2 برابر دامنه را  T است، هر ذره از محیط مسافتی به 
2 0 که معادل 01/ s در مدت

.8 است cm می‌پیماید که
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0 برابر صفر است. البته فقط  02/ s )پ( جابه‌جایی هر ذره از محیط در مدت یک دوره یعنی
0 جابه‌جایی صفر دارند، اما  01/ s نقاطی از تصویر که در مرکز نوسان خود قرار دارند، پس از

.این موضوع برای همهء ذرات محیط فراگیر نیست
16 است. cm 0 یعنی یک دوره طی می‌کند برابر 02/ s )ت( مسافتی که موج در مدت

  = Þ = ´ ´ = ´ =- -v t m cmD 8 2 10 16 10 16
2 2   �
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 مطابق شکل زیر، وقتی نوری از یک محیط وارد محیط دیگری می‌شود، از 

مسیر خود منحرف شده و دچار شکست می‌شود و رابطهء زیر برقرار است:

�

 

Sv§{  â¾Ä»Hp

³»j  ôÃd¶  nj  Z¼¶  Ï¼ö

Ï»H 

sin
sin

q
q

l
l

­

¯

=2

1

2

1

↗

↘
  ôÃd¶  nj  Z¼¶  Ï¼ö

yMIU  â¾Ä»Hp

�

 در هر محیط، زاویهء بین جبههء موج و سطح جدایی دو محیط )مانع(، همان زاویهء پرتو با 
خط عمود است.

 فاصلهء دو جبههء موج متوالی در هر محیط، طول موج در آن محیط را نشان می‌دهد.

l است.
1

6= cm  با توجه به شکل
 l l l

2 1 2
2 6 2 8= + Þ = + = cm �

 با جای‌گذاری داده‌ها در رابطهء زیر می‌توانیم بنویسیم: )توجه کنید که در این‌جا
q هستند.( b2 = q و a1 =

 sinsin
sin
sin

q
q

l
l

b
a

2

1

2

1

8

6
= Þ = �

 sin sin / sin
/ sin /a b b b= =¾ ®¾¾¾¾¾¾ = Þ = Þ =37 0 6

0 6

8

6
0 8 53



 �
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١ معادلهء مکان ـ زمان و نمودار مکان ـ زمان در حرکت هماهنگ ساده:   

 

( ) ( / )

( ) ( )

cos

m rad s

m s

x A t

 ·I§¶  ÁHï¾Ä»Hp  k¶IvM

 ¾¹¶Hj  ·I

­

¯
= w

↗

↘
¶¶p

  , �

�
w p=

®
2
T s( )  ½n»j

�

٢ در بازه‌هایی از زمان که اندازهء شیب خط مماس بر نمودار مکان ـ زمان رو به کاهش 
است، حرکت کندشونده است. این بازه‌های زمانی در شکل فوق به صورت رنگ‌شده مشخص 

T هستند.
4 شده‌اند و هر کدام معادل

 با استفاده از معادلهء مکان ـ زمان نوسانگر، دورهء حرکت را به دست می‌آوریم:

 x t=0 05 40/ cos p w و p p= = Þ = Þ = =2
40

2
40

2

40

1

20T T T s �

t را روی نمودار مکان ـ زمان مشخص می‌کنیم.  s
2

0 1= / t تا s
1

0 01= /  بازهء زمانی

در این بازهء زمانی، نوع حرکت نوسانگر در 4 قسمت رنگی مشخص‌شده، کندشونده است.

�
= زمان حرکت کندشونده ´ = =4

4

1

20

T T s �
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 ابتدا از روی اختلاف بسامد تشدید دو هماهنگ متوالی، بسامد تشدیدی 
هماهنگ اول را به دست بیاورید، سپس با داشتن بسامد تشدیدی هماهنگ اول و طول تار، 

تندی انتشار موج عرضی در تار را محاسبه کنید.

هماهنگ  دو  تشدیدی  بسامد  اختلاف  بسته،  انتها  دو  تار  یک  در   ١  
 f f fn n+ - =1 1 f1 است.� متوالی، برابر با

٢ بسامد تشدیدی هماهنگ nامُ در یک تار دو انتها بسته:
 

ª¹ÀIµÀ  â½nIµ{

 Âòoø  Z¼¶  nIzTºH  Ák¹U

 n

f n v
Ln

m s
m

=
­

®
®2
( / )
( ) IIU  Ï¼ö

�

f1 را به دست می‌آوریم:  با توجه به اختلاف بسامد دو هماهنگ متوالی،
 f Hz
1

400 320 80= - = �
f1 و طول تار، تندی انتشار موج عرضی را به دست می‌آوریم:  حالا با داشتن

 f nv
L f v

L
v

n
n f Hz

L cm m= ¾ ®¾¾ = ¾ ®¾¾¾¾¾ =
´

= =
= =2 2

80
2 0 4

1

1

80

40 0 4

1

/ / �

 Þ =v m s64 / �
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) است. )l
2  فاصلهء یک قله و یک درهء بعد از آن برابر با نصف طول موج

١ تندی انتشار موج عرضی در تار تحت کشش:  

 
v D

F N

m kg m

=

¯

®2

3

rp
( )

( ) ( / )

 yz¨  Á»oÃº

 Íõ£¶  oõ¤  Â²I«a

�

٢ رابطهء بین تندی انتشار موج، بسامد موج و طول موج:

 
l
¯

®
®

= vf
m s
Hz

m

( / )
( )

( )

 Z¼¶  nIzTºH  Ák¹U

 k¶IvM

Z¼¶  Ï¼ö

�

) است؛ بنابراین  )l
2  فاصلهء یک قله تا یک درهء بعد از آن، برابر با نصف طول موج

می‌توانیم بنویسیم:
 l l
2

5

100
0 1= Þ = / m �

 برای این‌که بسامد ایجادشده در تار را به دست بیاوریم، به تندی انتشار موج نیاز 
داریم. با جای‌گذاری داده‌ها در رابطهء زیر تندی انتشار موج را به دست می‌آوریم:

 v D
F vD m

F N kg m
= ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ =

´
= ´ =

= = -

-2 2

8 10

268 10 3

267 8900 3

3

3rp
p

r
,

, /
77

8900 3
25

´
= m s/ �

 حالا می‌توانیم بسامد ایجادشده در تار را محاسبه کنیم:

 l l= ¾ ®¾¾¾ = Þ ==
=

v
f f f Hzm

v m s
0 1

25

1

10

25
250

/
/ �
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- 60  ٢
 در دو آینهء متقاطع، زاویهء تابش یا بازتاب در برخورد nامُ پرتو به آینه‌ها از رابطهء 
 q q a qi n r n in, , ,| ( ) |= = - -1 1 مقابل به دست می‌آید:�
qi زاویهء تابش در اولین برخورد پرتو به آینه‌ها است. a زاویهء بین دو آینه و1, در این رابطه

 n = 4 به آینهء )2(، چهارمین برخورد به هر دو آینه است، پس  دومین برخورد 
است؛ بنابراین می‌توانیم بگوییم چهارمین پرتوی بازتاب‌شده از دو آینه موازی آینهء )1( است. 

در شکل روبه‌رو پرتوی تابش اولیه و پرتوی 
بازتاب چهارم را رسم کرده‌ایم. از قضیهء دو خط 
کمک  هندسه  در  مورب  یک خط  و  موازی 
a را در محل برخورد چهارم  گرفتیم و زاویهء

�پرتو نشان داده‌ایم.
qr را به این صورت نشان دهیم: ,4 qi و با توجه به شکل می‌توانیم1,

 qi ,1 90 20 70= - =   �

 q ar ,4 90= - �
 کافی است اطلاعاتمان را در رابطهء نکتهء گفته شده قرار دهیم و به پاسخ تست برسیم:

 q a q a ar n i
nn, ,( ) ( )= - - ¾ ®¾¾ - = - -=

1 90 4 1 70
1

4   �

 Þ = Þ =4 160 40a a  �
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١ اگر بخواهیم عدد کوانتومی )n( خط طیف گسیلی اتم هیدروژن در   
) را با استفاده از شمارهء خط طیفی آن رشته به دست بیاوریم، باید به صورت  )¢n هر رشته
n n= ¢ + شمارهء خط طیفی روبه‌رو عمل کنیم: �

 ( )¢ =n 3 مثلاً عدد کوانتومی )n( سومین خط طیف گسیلی اتم هیدروژن در رشتهء پاشن
 n = + =3 3 6 برابر است با:�

٢ کم‌ترین بسامد فوتون گسیلی یا جذبی ناشی از کم‌ترین انرژی ممکن است؛ یعنی حالتی 
که الکترون به نزدیک‌ترین مدار مجاور خود برود.

٣ طول موج خط‌های طیف گسیلی اتم هیدروژن در هر رشته:

 
1 1 1

2 2l
=

¢
- > ¢

¯

R
n n

n n( ) ,

¾T{n  â½nIµ{

�

 
¢ =
= + =

ì
í
î

n
n

3

3 3 6
 سومین خط رشتهء پاشن یعنی:�

 
¢ =
=

ì
í
î

n
n

4

5
 کم‌ترین بسامد رشتهء براکت یعنی:�

 نسبت بسامدها را محاسبه می‌کنیم:

 
f
f

R

R

¸{IQ

S¨HoM

¸{IQ

S¨HoM

= =
-

-
=

-

-

1

1

1

3

1

6

1

4

1

5

1

9

1

36

1

16

1

2 2

2 2

l

l

( )

( )
225

1

12

9

400

400

12 9

100

27
Þ = =

´
=

f
f

¸{IQ

S¨HoM

�
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یکنواخت،  الکتریکی  میدان  در   
میدان الکتریکی در هر نقطهء دلخواه در این میدان، 

مقداری ثابت است؛ بنابراین می‌توانیم بنویسیم:

E E V V
d

V V
dAB CD

B A D C= Þ
-

=
-

1 2

�
�

اول  در حالت  است،  یکنواخت  بین صفحات،  الکتریکی  میدان  این‌که  به  توجه  با   
اختلاف پتانسیل بین نقطهء P و صفحهء B را به دست می‌آوریم:

 E V V
d

V V
d

V V VA B

AB

P B

PB

PB
PB=

-
=

-
Þ = Þ =100

16 12
75

D
D �

با تغییر فاصلهء بین صفحات و جابه‌جاشدن   در حالت دوم 
نقطهء P، مانند گام اول رفتار می‌کنیم. حالت جدید صفحات و نقطهء 
نام‌گذاری شده، در شکل مقابل مشخص   ¢P P در حالت جدید که

شده است.
�

 ¢ =
-

=
-

Þ =¢

¢

¢E V V
d

V V
d

VA B

AB

P B

P B

P B100

20 12

D
Þ =¢DV VP B 60 �

 پتانسیل الکتریکی نقطهء P در حالت دوم و اول را مقایسه می‌کنیم:
 D DV V V V V V V VP B PB P B P B P P¢ ¢ ¢- = - - - = -( ) ( ) �
 Þ - = - Þ - = -¢ ¢60 75 15V V V V VP P P P �

بنابراین پتانسیل نقطهء P، 15 ولت کاهش می‌یابد.
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به  الکتریکی  میدان  خطوط  چه  هر   ١  
یکدیگر نزدیک‌تر باشند، اندازهء میدان الکتریکی بزرگ‌تر است.
E EA B> � �

:q ٢ تغییر انرژی پتانسیل الکتریکی بار ذرهء

 

( )

| | cos

m

EU E q d

ÂÄI]ï¾MI]

ÂÄI]ï¾MI]  »  Â§ÄoT§²H  Á»oÃºD = -
¯

­
®q    ¸ÃM  â¾Ä»Hp

 Â§ÄoT§²H  ·HkÃ¶( / )N C

�

انرژی  تغییرات  است.   D DU KE + =0 مکانیکی، انرژی  پایستگی  به  توجه  با   
جنبشی در هر سه مسیر یکسان است؛ بنابراین تغییرات انرژی پتانسیل الکتریکی نیز در هر سه 

مسیر یکسان است.
 D D D D D DK K K U U UE E E1 2 3 1 2 3

= = Þ = =( ) ( ) ( ) �
DU و برابربودن تغییرات انرژی پتانسیل  E q dE = - | | cosq  به کمک رابطهء

الکتریکی در هر سه مسیر داریم:
 - = - = -E q d E q d E q d

1 1 1 2 2 2 3 3 3
| | cos | | cos | | cosq q q �

 E d E d E d
1 1 2 2 3 3

= = q است، داریم:� q q
1 2 3

= = از آن‌جا که
با توجه به تراکم خطوط میدان الکتریکی، اندازهء میدان الکتریکی در حالت سوم از همه بیشتر 
 E E E d d d

3 2 1 3 2 1
> > Þ < < و در حالت اول از همه کم‌تر است.�
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قانون کولن:
 

( )

( . ) (

| | | |

C

N m
C

F k q q
r

 Â§ÄoT§²H  ÁIÀnIM

¸²¼¨  SMIY

=
¯

1 2

2

2

2

��� ��

mm)  nIM »j  ¸ÃM  â¾±ÅIÎ

�

q1 را  q1 را به دست می‌آوریم. توجه کنید که  نیروی الکتریکی خالص وارد بر بار
q فرض می‌کنیم:

�

 F k q q
x

kq
x21 2

2

2

4 4= ´ ´ = �

 F k q q
x r

kq
x r31 2

2

2

2 2= ´ ´ -
+

=
+

| |
( ) ( )

�

 F kq
x

kq
x r

kq
x x rt q( ) ( )
(

( )
)

1

4 2
2

2 1
2

2

2

2

2

2 2
= -

+
= -

+
�
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q3 را به دست می‌آوریم:  نیروی الکتریکی خالص وارد بر بار

�

 F F kq
x r13 31

2

2

2= =
+( )

�

 F k q q
r

kq
r23 2

2

2

4 2 8= ´ ´ - =( ) | | �

 F kq
x r

kq
r

kq
x r rt q( ) ( )

(
( )

)
3

2 8
2

1 4
2

2

2

2

2

2 2
=

+
+ =

+
+ �

، 70 درصد بیشتر از بزرگی نیروی خالص وارد  q1  بزرگی نیروی خالص وارد بر بار

 F F F Ft q t q t q t q( ) ( ) ( ) ( )/ /
1 3 3 3

0 7 1 7= + = q است؛ بنابراین داریم:�
3

بر بار

 Þ -
+

=
+

+2 1 1 7 6 8

2 2 2 2x x r x r r( )
/

( )
/ �

 Þ -
+

= ¾ ®¾¾ -
+

=´2 2 7 6 8 2 2 7
6 8

2 2 2

2

2

2

2

2

x x r r
r
x

r
x r

r/
( )

/ /
( )

/ �

 Þ -
+

=2 2 7

1

6 8
2 2( )

/

( )
/x

r
x
r

�

 2 2 7

1

6 8
2 2k k

-
+

=/
( )

/ xr را برابر k فرض کنیم، آن‌گاه داریم:� اگر

 k = Þ - ¹1
2

1

2 7

4
6 8

/ /  از گزینه‌ها کمک می‌گیریم:�

 k = Þ - = - =1

2

2

1

2

2 7

3

2

8 1 2 6 8
2 2( )

/

( )
/ /  �
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١ تعریف مقاومت الکتریکی: نسبت اختلاف پتانسیل الکتریکی دو سر   
یک رسانا به جریان الکتریکی عبوری از آن:

 ( )
( )
( )

W  Â§ÄoT§²H  S¶»I£¶

 Â§ÄoT§²H  ®ÃvºITQ  ý°TiH

¬
®
®

=R V
I

V
A   ·IÄo]

�

٢ قاعدهء  انشعاب: مجموع جریان‌هایی که به هر نقطهء 
انشعاب )گره( وارد می‌شوند، برابر با مجموع جریان‌هایی 
است که از آن نقطهء انشعاب خارج می‌شوند، مثلاً در شکل 
I به گره M وارد شده و  I A

1 2
12+ = روبه‌رو، جریان

I از آن خارج شده است. I A
3 4

12+ = �جریان
باتری  از   مطابق شکل، جریان خروجی 
)جریان کلی( را I فرض می‌کنیم و جریان عبوری 
16 را x در نظر می‌گیریم؛ بنابراین  W از مقاومت
 ( )I x- 4 به اندازهء W جریان عبوری از مقاومت

خواهد بود.
�

الکتریکی  پتانسیل  اختلاف  برابر  سه   ، 8 W مقاومت الکتریکی  پتانسیل  اختلاف   
4 است؛ بنابراین داریم: W مقاومت

 V V I I x I I x x I
8 4

3 8 3 4 8 12 12
3

W W= Þ = - Þ = - Þ =( ( )) �

 اختلاف پتانسیل الکتریکی شاخه‌های بین نقاط M و N با هم برابر است؛ بنابراین با نوشتن 
تساوی از دو مسیر متفاوت داریم:

 V V x R I xMN MN= Þ = + + -16 2 4( )( ) �

 Þ = + - Þ = + Þ =16
3

6
3

16 2 12 2( ) ( )( )I R I I R R W �
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 اختلاف پتانسیل دو سر باتری:

 

( )

( )

( )

W  Âº»nj  S¶»I£¶

 ÁoUIM  pH  Â]»oi  ·IÄo]

 k

V r I A

V

= -
¯

­
®e

²²¼¶  â¾¨od¶  Á»oÃº

�

جریان  نتیجه  در  می‌یابد.  کاهش  مدار  معادل  مقاومت   ، R1 مقاومت کاهش  با   
V، با افزایش جریان  Ir

ÁoUIM
= -e خروجی از باتری )I( افزایش می‌یابد. با توجه به رابطهء

خروجی از باتری، اختلاف پتانسیل الکتریکی دو سر باتری کاهش می‌یابد.
که  آن‌جا  از  می‌شود.  تقسیم  R3 و   R2 موازی مقاومت  دو  بین   )I( کل  جریان   
R3 ثابت هستند، جریان کل که در حالت دوم افزایش یافته، بین آن‌ها  R2 و مقاومت‌های

R3 نیز زیاد می‌شود؛ پس مقدار آمپرسنج که جریان  R2 و تقسیم شده و جریان عبوری از
R3 را نشان می‌دهد، افزایش می‌یابد. عبوری از

 اختلاف پتانسیل الکتریکی دو سر باتری، برابر با مجموع اختلاف پتانسیل الکتریکی 
R2 است. به عبارتی داریم: R1 و مقاومت دو سر مقاومت

 
V V VR RÁoUIM

yÀI¨ yÄHqÎH

¯ ¯

= +
1 2 �

پتانسیل  اختلاف  افزایش  و  باتری  سر  دو  الکتریکی  پتانسیل  اختلاف  کاهش  به  توجه  با 
پتانسیل  اختلاف  آن(،  از  عبوری  جریان  افزایش  دلیل  )به   R2 مقاومت سر  دو  الکتریکی 

R1 که همان عدد ولت‌سنج است، کاهش می‌یابد. الکتریکی دو سر مقاومت
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و   12W الکتریکی دو سر مقاومت پتانسیل  اختلاف  آرمانی   ولت‌سنج 
6 را نشان می‌دهد. W آمپرسنج آرمانی، جریان عبوری از مقاومت

 ساده‌کردن شکل مدار به روش نقاط هم‌پتاسیل:
برای این کار، نقاطی از مدار را که با سیم به یکدیگر وصل شده‌اند با یک نام مشترک در نظر 
می‌گیریم. بعد از نام‌گذاری چنین نقاطی از مدار، دو سر مولد یا دو سر مدار را مبنا قرار داده 
و سایر اجزای مدار را بین نقطه‌های نام‌گذاری‌شده جای‌گذاری می‌کنیم تا شکل ساده‌تری 

به دست بیاید.

Þ

 با نام‌گذاری نقاط هم‌پتانسیل، مدار را به صورت ساده‌تر رسم می‌کنیم:

Þ

6 است. مقاومت‌های W  جریان عبوری از آمپرسنج، همان جریان عبوری از مقاومت

3 با هم موازی هستند؛ بنابراین اختلاف پتانسیل الکتریکی آن‌ها با هم برابر است. W 6 و W

 V V I I I I AI A
3 6 1 2

1

1 1
3 6 3 6 22

W W= Þ ´ = ´ ¾ ®¾¾¾ = Þ == �

12W را به دست می‌آوریم:  جریان عبوری از مقاومت

 V I I I A
[¹wïS²»

= ´ Þ = ´ Þ =12 12 12 1
3 3 3

�
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 طبق قاعدهء انشعاب در شکل صفحهء قبل داریم:
C در گره: I I I I A

4 1 2 4
2 1 3= + Þ = + = �

I I I I A
®¨ ®¨

= + Þ = + =
3 4

1 3 4 �
 اختلاف پتانسیل الکتریکی دو سر باتری برابر با عدد ولت‌سنج است؛ بنابراین داریم:
 V I r V

ÁoUIM ®¨
= - Þ = - Þ =e e e12 4 1 16( ) �
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١ جریان الکتریکی خروجی از باتری:  

 

( )

( )

V

eq
I R r

 k²¼¶  â¾¨od¶  Á»oÃº

ÏjI÷¶  S¶»I£¶

  Â]nIi

 

=
+

­

¯

e



W
  S¶»I£¶

  Âº»nj( )W

�

٢ توان مصرفی مقاومت:

 

( )

( )

( )

W  Â§ÄoT§²H  S¶»I£¶

 ÂÎo~¶  ·H¼U

Â§ÄoT§²H  ·I

W

A

P R I¬
­

¯
= 2

ÄÄo]

�

تقسیم‌بندی  مقابل  شکل  در   
جریان I، بین دو شاخه مشخص شده است.

�
جریان کل )خروجی از باتری( را I در نظر گرفتیم.

1W است؛ بنابراین داریم: ، 12 برابر توان مصرفی مقاومت 3 W  توان مصرفی مقاومت

 P P x I xP RI
3 1

2 2
12 3 12 1

2

W W= ¾ ®¾¾¾ = -= ( ) ( )( ) �

 Þ = - ¾ ®¾¾ = - Þ =x I x x I x x I2 2
4 2 2

2

3
( ) nm] �

 R را در نظر می‌گیریم تا مقاومت N و M اختلاف پتانسیل الکتریکی بین دو نقطهء 
 V V x I x RMN MN= Þ = - +( ) ( )( )3 1

را به دست آوریم:�

 Þ ´ = ´ + Þ = + Þ =2

3
3

3
1 6 1 5

I I R R R( ) W �

 جریان کل مدار را به دست می‌آوریم:

 I R r A
eq

=
+

=
+ ´

+
+

= =e 12

4
6 3

6 3
2

12

8
1 5

( )
/ �

4 به دست می‌آید: W  توان مصرفی مقاومت

 P RI W
4

2 2
4

3

2
9W = = ´ =( ) �

- 69  ٢
 در لوله‌های Uشکل، فشار در نقاط هم‌تراز درون یک مایع را برابر با یکدیگر 

قرار دهید و با استفاده از آن به خواستهء سؤال برسید.

 فشار ناشی از مایع در عمق h از سطح آزاد مایع:

 
( / )

( / )

m s

kg m

P gh

2

3

 yºHo¬  JIT{

 ÍÄI¶  Â²I«a

=
¯

­
r

�

 با توجه به تعادل مایع‌ها و برابری فشار در نقطه‌های M و N در شکل زیر، ابتدا 
چگالی مایع )2( را به دست می‌آوریم:

 P PM N=
 Þ =r r

2 2 1 1
h h

 Þ ´ = ´r
2

12 1 8 8/
 Þ =r

2

3
1 2/ /g cm

�
 پس از ریختن مایع )3( در سمت راست لوله، وضعیت نهایی مطابق شکل زیر است. 

با توجه به برابری فشار در نقطه‌های A و B، مقدار x را به دست می‌آوریم:

 P PA B=
 Þ = +r r r

2 2 3 3 1 1
h h h

 Þ ´ = ´ + ´ -1 2 12 1 1 8 12/ / ( )x x
 Þ = + -14 4 21 6 1 8/ / /x x
 Þ - = -7 2 0 8/ / x
  Þ =x cm9 �

 V Ah cm
3 3

3
2 9 18= = ´ =  حجم مایع سوم را به دست می‌آوریم:�
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١ انرژی جنبشی جسمی به جرم m و تندی v از رابطهء زیر به دست می‌آید:  

K mv= 1

2

2 �

٢ کار نیروی وزن جسم برابر با منفی تغییر انرژی پتانسیل گرانشی جسم است:
 W U mg hmg = - = -D D �
Dh و اگر جسم به سطح زمین نزدیک  >0 در رابطهء بالا، اگر جسم از سطح زمین دور شود،

Dh است. <0 شود،
٣ قضیهء کار ـ انرژی جنبشی: کار کل انجام‌شده روی یک جسم با تغییر انرژی جنبشی آن 
 W K W K Kt t= Þ = -D

2 1
برابر است:�

 رابطهء بالا برای هر نوع مسیری برقرار است.
 انرژی جنبشی در آغاز و پایان مسیر مهم است و این‌که در طول مسیر، انرژی جنبشی 

جسم چگونه تغییر کرده، اهمیتی ندارد.
 انرژی مکانیکی جسم برابر با مجموع انرژی جنبشی و انرژی پتانسیل جسم است:

 E K U= + �
 قانون پایستگی انرژی: کار نیروهای اتلافی مانند اصطکاک و مقاومت هوا برابر با تغییر 
 W E K Uf = = +D D D انرژی مکانیکی است:�

 کار نیروی وزن برابر است با:
 W mg hmg = - = - ´ ´ ´ - =-D 50 10 10 0 1 6 0 8

3 ( / ) / J �
 کار نیروی مقاومت هوا را می‌خواهیم.

 قضیهء کار ـ انرژی جنبشی:
در طول مسیر، دو نیروی وزن و مقاومت هوا روی جسم کار انجام می‌دهند؛ بنابراین:

 W K W W K Kt mg= Þ + = -D
H¼À S¶»I£¶ 2 1

�

 Þ + = -W W m v vmg H¼À S¶»I£¶

1

2
2

2

1

2( ) �

 Þ + = ´ ´ ´ --
0 8

1

2
50 10 9 15

3 2 2/ ( )W
H¼À S¶»I£¶

�

 Þ + = - ´ ´-
0 8 25 10 12

3 2/ ( )W
H¼À S¶»I£¶

�

 Þ = - - = -W J
H¼À S¶»I£¶

3 6 0 8 4 4/ / / �
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 قانون پایستگی انرژی:

 W E K U m v v mg h
H¼À S¶»I£¶

= = + = - +D D D D1

2
2

2

1

2( ) �

 mg h Wmg W
D =- -¾ ®¾¾¾¾¾ = ´ ´ ´ - + -

H¼À S¶»I£¶

1

2
50 10 9 15 0 8

3 2 2( ) ( / ) �

 = - - = -3 6 0 8 4 4/ / / J �

 
| | /

/ /
W
Wmg

H¼À S¶»I£¶ = =4 4

0 8
5 5  خواستهء تست برابر است با:�
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 ابتدا کار نیروی وزن را به دست بیاورید، سپس به کمک قضیهء کار ـ انرژی 

جنبشی و با داشتن کار نیروی اصطکاک، تندی جسم در نقطهء B را محاسبه کنید.

 ابتدا کار نیروی وزن را در جابه‌جایی از A تا B به دست می‌آوریم:
)چون جابه‌جایی قائم جسم رو به بالا است، بنابراین کار نیروی وزن در این جابه‌جایی منفی است.(

 W mghmg AB= - �

 h m
mg

AB W m m= ´ =¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ = - ´ ´ = -20 30 10
10 10 100

sin 

�

 طبق قضیهء کار ـ انرژی جنبشی می‌توانیم بنویسیم:

 W K m W K Kt
W W W
K K K f B A
t mg fk

B A k
= ¾ ®¾¾¾¾¾ - + = -

= +
= -D D 100 �

 
W K

B B A A B
fk B m K K K K m K

=-
¾ ®¾¾¾¾ - - = - Þ - =

1

4 100
1

4
100

5

4
�

 
K mv

A Bmv m mv
=

¾ ®¾¾¾ - = ´
1

2 2 2

2

1

2
100

5

4

1

2
( ) �

 v m s
B B

A m m mv m mv=¾ ®¾¾¾¾ ´ - = ´ Þ =20 2 21

2
400 100

5

4

1

2
100

5

8

/ �

 Þ = Þ =v v m sB B
2

160 4 10 / �
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١ گرمای لازم برای تغییر دما:  

 

(
. . )

( )

J
kg C

J
kg K

K CQ mc





 IÄ  ½sÄ»  ÁI¶o¬

 IÄ  I¶j  oÃÃûU=
¯

­
®Dq

(( )kg  ³o]

�

٢ گرمای لازم برای تغییر حالت از جامد به حالت مایع:
 
Q mLF

J kg

=
¯

( / )  J»l  ·I¿º  ÁI¶o¬

�

٣ طبق قانون پایستگی انرژی، جمع جبری گرماهای مبادله‌شده تا رسیدن به حالت تعادل 
 Q Q Q

1 2 3
0+ + + = برابر با صفر است:�

بنویسیم: انرژی می‌توانیم  پایستگی  قانون  به  توجه  با  q است، پس  =10 C تعادل دمای 

 - ¾ ®¾ ¾ ®¾20 0 01 2  C C CQ Q
 gÄ  gÄ  JA

�

 Q QC C3 410¾ ®¾ ¬ ¾¾ 

 JA  JA

ÏjI÷U

q �
 Q Q Q Q

1 2 3 4
0+ + + = �

 Þ + + + =mc mL mc mcFgÄ JA JA
D D Dq q q

1 3 4
2 0 �

 Þ ´ ´ - - + ´ + ´ ´ -m m m2100 0 20 336000 4200 10 0( ( )) ( ) �
 + ´ ´ - =2 4200 10 0m ( )q �
 Þ + + + - =42000 336000 42000 84000 8400 0m m m m mq �

 Þ = Þ = =504000 8400
504000

8400
60m m Cq q 

�
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، برای مقایسهء دو  ( )PV nRT= ١ با توجه به معادلهء حالت گاز کامل  
حالت مختلف، رابطهء کلی زیر را در نظر بگیرید و هر کمیتی را که در سؤال ثابت فرض شده 

بود، از طرفین حذف کنید.

 

nIzÎ    ´\e

jHk÷U

Ï¼¶

I¶j

P V
n T

P V
n T

K

1 1

1 1

2 2

2 2

­

¯

=

↗

↘
( )

�

٢ رابطهء بین تعداد مول گاز، جرم گاز و جرم مولی گاز:
 ( )

( )
( / )

mol
g
g mol

n m
M Ï¼¶  jHk÷U 

 ³o]

 Â²¼¶  ³o]

¬
®

®
= �

 P P Pg = - 0 : اختلاف فشار بین فشار مطلق و فشار جو:� ( )Pg ٣ فشار پیمانه‌ای

ابتدا تعداد مول نیتروژن و هلیم را به دست می‌آوریم.

 n m
M

n mol

n mol

N

He

n n
n n n

N

N He
= Þ

= =

= =

ì

í
ï

î
ï

¾ ®¾¾¾¾
=

= +
2 1 2

2 2

56

28
2

56

4
14

nn mol
n mol
1

2

2

2 14 16

=
= + =

ì
í
î

�

با توجه به معادلهء حالت می‌توانیم بنویسیم:
 PVn T

P V
n T

P
n

P
n

T T
V V

1 1

1 1

2 2

2 2

1

1

2

2

1 2

1 2

= ¾ ®¾¾¾ ==
= �

 P P P P n mol
n mol

P P P P1 0 0 0 1

2

2 3 2

16

0 2
2 0

3

2 16
24

= + = =
=¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾ = Þ =, �

 Þ = - = - =P P P P P Pg2 2 0 0 0 0
24 23 �
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P یک فرایند، به صورت خطی باشد که امتداد آن  V- ١ اگر نمودار  
از مبدأ مختصات می‌گذرد، در این فرایند، فشار و حجم گاز با یکدیگر نسبت مستقیم دارند 

Pو می‌توانیم بنویسم: 
P

V
V

2

1

2

1

= �
٢ قانون اول ترمودینامیک:

 
I¶o¬

Âº»nj ÁroºH  RHoÃÃûU ½I«Twj  Á»n  oM  ôÃd¶  nI¬
­

®= +DU Q W ¨̈

�

کار  قدرمطلق  با  برابر   P V- نمودار زیر  مساحت   ٣
انجام‌شده است:

S W= | | �

 �

P در فرایند AC به صورت خطی است که امتداد  V-  با توجه به این‌که نمودار
آن از مبدأ می‌گذرد، می‌توانیم بنویسیم:

 PP
V
V P P atmC

A

C

A

P atm
V L V L

A
A

C
C A

= ¾ ®¾¾¾¾¾¾ = Þ ==
= =

6

8 2

6 8

2
1 5, / �

کار  قدرمطلق   ، P V- نمودار در  چرخه  داخل  محصور  مساحت  از  استفاده  با   
انجام‌شده در چرخه را محاسبه می‌کنیم:

 | | ( ) ( / )W J
¾ioa

= - ´ ´ - ´ = =
-

8 2 10 6 1 5 10

2

2700

2
1350

3 5

�

با توجه به این‌که چرخه پادساعتگرد است، پس کار محیط بر روی دستگاه در چرخه مثبت 
W J

¾ioa
=1350 است.�

 تغییر انرژی درونی در یک چرخهء ترمودینامیکی، صفر است.

 با استفاده از قانون اول ترمودینامیک، گرمای مبادله‌شده در چرخه را به دست می‌آوریم:
 DU Q W Q Q J

¾ioa ¾ioa ¾ioa ¾ioa ¾ioa
= + Þ = + Þ = -0 1350 1350 �

1350 گرما از دست می‌دهد. J بنابراین گاز در این چرخه
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در مرحلهء تخلیه در حالی که پیستون در پایین‌ترین وضعیت قرار دارد، سوپاپ دریچهء خروجی 
باز می‌شود و قسمتی از محصولات احتراق به صورت دود از دریچهء خروجی خارج می‌شود، تا 
این‌که فشار گاز داخل استوانه با فشار جو یکسان شود. در این مرحله پیستون ساکن است. 

در نتیجه فرایند تخلیه در حجم ثابت انجام می‌گیرد.

����
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ابتدا باید تکلیف عنصرها را مشخص کنیم:

�
 n s p d

s p E Ne s p Al

s p X

e

e
= Þ

¾ ®¾¾ Þ = Þ

¾ ®¾¾ Þ

-

-

3 3 3 3

3 3 3 3

3 3

3 2 1

10

2 1

13

7 2 5

[ ]

== Þ

¾ ®¾¾ Þ = Þ
-

[ ]

[ ]

10

2 5

17

9 2 6 1

18

1 2

21

11

3 3

3 3 3 3 4

Ne s p Cl

s p d D Ar d s Sce

e--
¾ ®¾¾ Þ = Þ

ì

í

ï
ï
ï

î

ï
ï
ï 3 3 3 3 4

2 6 3

18

3 2

23
s p d A Ar d s V[ ]

 است که با تشکیل کاتیون سه بار مثبت به 
21
Sc ١ اتم D همان  

 
21 18

1 2

21

3

18
3 4Sc Ar d s Sc Ar:[ ] :[ ]Þ + آرایش گاز نجیب آرگون می‌رسد.�

، ( )Al O
2 3

٢ عنصر E همان آلومینیم است که در واکنش آن با اکسیژن، آلومینیم اکسید
تشکیل می‌شود. نسبت شمار آنیون به کاتیون در این ترکیب با نسبت شمار کاتیون به آنیون 

3 است.
2

) یکسان و برابر ( ) )Mg PO
3 4 2

در منیزیم فسفات
٣

رنگ‌های  به   ( )
23
V وانادیم جمله  از  واسطه  فلزهای  برخی  ترکیب  محلول   

اکسایش  عدد  دارای  وانادیم  می‌شوند.  دیده  گوناگون 
صفر، در حالت آزاد و عنصری و دارای عددهای اکسایش 
IV( 4 ،)III( 3 ،)II( 2( و 5 )V( در حالت ترکیب با 
در  وانادیم  مختلف  نمک‌های  رنگ  است.  عنصرها  دیگر 

این عددهای اکسایش، این‌جوریاست:

5+ است اما محلول آن در این  عنصر A همان وانادیم است که بالاترین عدد اکسایش آن
عدد اکسایش، زردرنگ است.

) برابر 17 است. این عنصر در دورهء سوم قرار دارد و فلز قلیایی  )
17
Cl ،X عدد اتمی 

17 است. تفاوت  11 6- = 11Na می‌باشد. تفاوت عدد اتمی این دو عنصر برابر هم‌دوره‌اش،
) برابر 8 می‌باشد. )

21
Sc D و ( )

13
Al ،E عدد اتمی عنصرهای
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 ترتیب جداشدن گازها از هوای مایع:
به صورت  B و   A گازی  مادهء  دو  نقطهء جوش  مقایسهء  اگر   ١

A باشد، هنگام مایع‌کردن این دو گاز، ابتدا A که نقطهء  B>

جوش بالاتری دارد، مایع می‌شود، ولی اگر بخواهیم A و B مایع 
دارد،  پایین‌تری  نقطهء جوش  B که  ابتدا  تبدیل کنیم،  گاز  به   را 

به گاز تبدیل می‌شود.
٢ ترتیب نقطهء جوش چهار گاز هواکره که شما باید بدونین به صورت زیر است:

x¼] â¾õ£º  â¾vÄI£¶: He N Ar O
C C C C- - - -

< < <
269

2

196 186

2

183
 




�

200- را وارد برج تقطیر کنیم، ترتیب جداشدن  C ٣ اگر نمونه‌ای از هوای مایع با دمای
[IÀpI¬ ·k{Hk  گازها این‌جوریاست:  KÃUoU:N Ar O

2

1 2

2

3( ) ( ) ( )
�

رنگمحلول
)V( زردنمک وانادیم
)IV( آبینمک وانادیم
)III( سبزنمک وانادیم
)II( بنفشنمک وانادیم

می‌باشد؛   ( )-269 C هلیم جوش  نقطهء  از  بالاتر   -200 C دمای که  کنید  دقت   

200- خبری از هلیم نیست! )هر ماده‌ای بالاتر از نقطهء جوش  C بنابراین در هوای مایع با دمای

200- هم‌چنان به حالت گاز باقی می‌ماند.( C خود به حالت گاز است؛ پس هلیم در دمای

 در تهیهء هوای مایع با استفاده از فشار، دمای هوا را پیوسته کاهش می‌دهند. در این فرایند 

) هوا به صورت یخ جدا  )H O2 H( رطوبت O2 0 )نقطهء ذوب یخ یا انجماد C با کاهش دما تا

CO2(، گاز کربن دی‌اکسید به  78- )نقطهء تصعید یا چگالش C می‌شود، سپس در دمای

حالت جامد درآمده و از مخلوط گازی خداحافظی می‌کنه.

عبارت‌های »الف« و »ب« درست‌اند.
��ر��  ���رت �� 

، بالاتر از نقطهء جوش سه جزء اصلی سازندهء  ( )193 273 80 193- = - C K )الف( دمای

( است؛ بنابراین در این دما،  ( )-186 C Ar ) و )-183
2

C O ، ( )-196
2

C N هوا )
هر سه ماده به حالت گاز هستند.

O2 داریم: ، Ar و N2ب( با توجه به ترتیب نقطهء جوش گازهای(

N :نقطهء جوش Ar O2 2< < �

)پ( در ستون تقطیر جزءبه‌جزء هوای مایع، اکسیژن، سومین جزئی است که از مخلوط جدا 
O2 در بین گازهای هواکره، رتبهء دوم درصد حجمی را دارد، نه رتبهء سوم! می‌شود.

CO2 در  0 و بعد C H در دمای O2 )ت( در تهیهء هوای مایع، با کاهش دمای هوا، ابتدا
78- به صورت جامد از هوا جدا می‌شوند. C دمای
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گرافن، تک‌لایه‌ای از گرافیت است و ضخامت آن به اندازهء قطر یک اتم کربن است.
 تغییرات شعاع اتمی در جدول تناوبی:

شعاع اتمی عناصر، کاهش می‌یابد.در یک دوره از چپ به راست با افزایش عدد اتمی

شعاع اتمی عناصر، افزایش می‌یابد.در یک گروه از بالا به پایین با افزایش عدد اتمی

) در جدول دوره‌ای هم‌گروه )در گروه 14( می‌باشند و چون  )
14
Si ) و سیلیسیم )6C کربن

عنصر کربن بالاتر است، در نتیجه شعاع اتمی کوچک‌تری نسبت به سیلیسیم دارد.

) در جدول دوره‌ای هم‌دوره )در دورهء  )8O ) و اکسیژن )7N ، نیتروژن ( )5B عنصرهای بور

، بین بور و نیتروژن قرار دارد، بنابراین شعاع  ( )6C دوم( هستند و از آن‌جا که عنصر کربن

اتمی آن نیز، عددی مابین شعاع‌های اتمی این دو عنصر می‌باشد:
N C BÂµUH  ÌI÷{ ÂµUH  ÌI÷{ ÂµUH  ÌI÷{< < �
® < <75 85( )pm CKveoM ÂµUH  ÌI÷{ �

اتم کربن است؛ نه شعاع آن!  اندازهء قطر یک   حواستون باشه که ضخامت گرافن به 
١ را به عنوان پاسخ انتخاب خواهید کرد که غلط  اگه حواستون به این موضوع نباشه، به اشتباه 

اندر غلطه!
بنابراین ضخامت گرافن باید در بازهء زیر باشد:

«75 2 85 2´ < < ´( )pm KveoM ¸Mo¨  oõ¤ �
Þ < <150 170( )pm KveoM ¸ÎHo¬  S¶Ihò » �

154 را می‌توان به آن نسبت داد. pm که براساس گزینه‌ها، عدد

تفاوت بیشتر

تفاوت کم‌تر
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) است. برای رسم هم‌پارها یا ایزومرهایی که در آن 2 شاخهء  )C H
7 16

هپتان آلکانی ‌7کربنه
‌5کربنه  می‌تواند  حداکثر  کربنی  اصلی  زنجیر  باشد،  داشته  وجود   ( )--CH3 متیل فرعی 

باشد و ساختارهای زیر را دارا باشد:

1(  �2( 	

3( �4( 	

اگر زنجیر اصلی کربنی، ‌4کربنه باشد، ایزومری که در آن فقط دو 
شاخهء فرعی متیل وجود داشته باشد، نداریم! ببینید:

�

- 80  ١  

را   Na CO
2 3

و  NaHCO3 مول تعداد  سؤال,  اول  قسمت  برای    
به ترتیب x و y در نظر بگیر و با توجه به اطلاعات داده‌شده و معادلهء واکنش‌ها، x و y را 
) و مخلوط را محاسبه و درصد جرمی  )NaHCO3 به دست بیار و بعد جرم جوش‌شیرین
NaCl تولیدی در دو  جوش‌شیرین را به دست بیار! برای قسمت دوم سؤال هم, مجموع مول

واکنش رو به دست بیار و به کمک جرم مولی, اونو به جرم تبدیل کن.

 در یک مخلوط گازی، درصد و نسبت حجمی گازها با درصد و نسبت مولی آن‌ها برابر 
40% باشد، می‌توان گفت درصد مولی آن برابر40% است. ،A است؛ مثلاً اگر درصد حجمی گاز

بگیریم،  نظر  در   y و   x ترتیب  به  را   Na CO
2 3

و  NaHCO3 تعداد مول اگر   
 NaHCO NaCl CO

x mol x mol x mol
3 2
  خواهیم داشت:�

 Na CO NaCl CO
y mol y mol y mol
2 3

2
2

2  �

 Na CO NaHCO x y
2 3 3

0 35»  Ï¼¶ Ì¼µ\¶ = + = / �

 
³»j  y¹¨H» nj ´\e Ï»H  y¹¨H» nj ´\e

³»j  y¹¨H» n

CO CO
2 2

75

100
= ´

Þ jj  Ï¼¶ Ï»H  y¹¨H»  nj  Ï¼¶CO CO
2 2

75

100
= ´

�

 
Þ = Þ + = Þ = Þ =

Þ = ´ =

y x x x x x

y

0 75 0 75 0 35 1 75 0 35 0 2

0 75 0 2 0 15

/ / / / / /

/ / /
�

) و جرم کل مخلوط اولیه را به دست می‌آوریم: )NaHCO3  جرم جوش‌شیرین
 NaHCO g mol

3

1
23 1 12 3 16 84Â²¼¶ ³o] = + + + ´ = -( ) . �

 Na CO g mol
2 3

1
2 23 12 3 16 106Â²¼¶ ³o] = ´ + + ´ = -( ) ( ) . �

 ³o] Ï¼¶ Â²¼¶  ³o] ³o]= ´ Þ = ´ =NaHCO g
3

0 2 84 16 8/ / �
 Na CO g

2 3
0 15 106 15 9 ³o] = ´ =/ / �

= جرم کل مخلوط اولیه + =16 8 15 9 32 7/ / / g �
 درصد جرمی جوش‌شیرین را حساب می‌کنیم:

= درصد جرمی جوش‌شیرین ´ = ´ > Þ
NaHCO

3
100

16 8

32 7
100 50 51 4

 ³o]

ó¼±h¶  ³o]

/
/ /% % �

 جرم کل نمک )NaCl( تولیدشده را حساب می‌کنیم:
تعداد مول NaCl تولیدشده = + = + ´ =x y mol2 0 2 2 0 15 0 5/ ( / ) / �

 Þ = ´ =NaCl g ³o] 0 5 58 5 29 25/ / / �

Na در نظر می‌گرفتین، برای قسمت  CO
2 3

 اگر به اشتباه فرمول جوش‌شیرین را
48 می‌رسیدید. 6/ اول سؤال به عدد
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 با توجه به دسته‌بندی جدول تناوبی، الکترون‌های ظرفیت هر یک از عناصر 
دسته‌های p ،d ،s دورهء چهارم جدول تناوبی رو بررسی کن تا عنصر مورد نظر مشخص‌ بشه. 

البته با کمی زرنگی از روی گزینه‌ها هم می‌تونی این عنصر رو پیدا کنی.

n الکترون‌های یک زیرلایه، باید تعداد الکترون‌های آن  l+  برای به دست آوردن
زیرلایه )توان زیرلایه( نیز در مجموع اعداد کوانتومی اصلی و فرعی آن ضرب شود.

 nl n l y sy : ( ) : ( )+ ´ ¾ ®¾¾ + ´ =ÏIX¶

4 4 0 2 8
2 �

از آن‌جا که در دورهء چهارم، عناصر سه دستهء p ،s و d حضور دارند، هر سه حالت را بررسی می‌کنیم:

: الکترون‌های ظرفیت ® عنصر دستهء s :‌ حالت اول 4 1s 4 یا  2s n l® + = مجموع   8 یا 4
® عنصر دستهء p :‌ حالت دوم 4 : الکترون‌های ظرفیت  4

2s px �
® +n l = مجموع  + = Þ =8 5 29 4 2x x / غیر قابل قبول  �

® عنصر دستهء d  :‌حالت سوم 3 :الکترون‌های ظرفیت  4d sx y �

® +n l = مجموع +
= ® + = Þ =
= ® + = Þ =

ì
í
î

5 4
1 5 4 29 5

2 5 8 29 4 2
x y

y x x
y x x / Ï¼L¤ ®MI¤ oÃü

�

) با آرایش الکترونی زیر است: )
24
Cr بنابراین عنصر مورد نظر، عنصر کروم

 

ÂTÃÎoË  ÁIÀ·»oT§²H

24

2 2 6 2 6 5 1

2

1 2 2 3 3 3 4Cr s s p s p d s

l

: / / /
¯

­

=

�
��� ��

IIM  ÁIÀ·»oT§²H nIµ{ 5=

�

 شاید به دست آوردن عنصر مورد نظر کمی براتون سخت باشه، اما می‌تونید 
 رو بیان می‌کنن 

24
Cr ٢ ویژگی‌های عنصر کروم ١ و  با استفاده از گزینه‌ها بهش برسید: 

و از اون‌جایی که این سؤال فقط یک گزینهء نادرست داره, پس این دو گزینه نمی‌تونن با هم 
غلط باشن, پس عبارت‌های درستی هستن و عنصر مورد نظر کروم است.

) به صورت زیر است: )
35
Br آرایش الکترونی اتم عنصر برم

 35 18

10 2 5

7

3 4 4Br Ar d s p:[ ] /
¯

=

� ����
SÃÎoË ÁIÀ·»oT§²H nIµ{ 

�

) در گروه 6 جدول دوره‌ای قرار دارد و جزء  )
24
Cr ١ عنصر کروم  

٢ طبق داده‌های طیف‌سنجی، آرایش الکترونی اتم  ) دورهء چهارم است.  )d á¾Twj فلزات واسطهء
) و مس )

24
Cr برخی از عناصر از قاعدهء آفبا پیروی نمی‌کند. برای نمونه هر یک از اتم‌های کروم

)  شمار الکترون‌های  )4
1s ) در بیرونی‌ترین زیرلایهء خود تنها یک الکترون دارد. )

29
Cu

) برابر 6 است. در گروه 14 جدول تناوبی دو عنصر شبه‌فلزی  )
24
Cr ظرفیتی در اتم عنصر کروم

) وجود دارد و سه برابر 2 می‌شه 6 ! , )
32 14
Ge Si
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١ برای پیوندهایی که حداقل 2 و یا تعداد بیشتری از آن‌ها می‌تواند در یک   
مولکول وجود داشته باشد، اطلاق نام میانگین آنتالپی پیوند مناسب‌تر است.

٢ آنتالپی پیوند به نوع مولکول دارای آن پیوند هم‌ بستگی دارد؛ مقدار آنتالپی پیوند برای 
یک نوع معین از پیوند، در انواع مولکول‌های دارای آن پیوند، متفاوت است.

اشتراکی  پیوند  نوع  یک  فقط!  و  فقط   Br2 و  N2 ،HCl مانند  دواتمی  مولکول‌های  در 
 وجود دارد؛ بنابراین استفاده از واژهء میانگین آنتالپی پیوند برای پیوندهای موجود در آن‌ها 

Br( لازم نیست! Br- N و N--- ،H Cl- (
، هر دو کربن هنوز باید یک پیوند اشتراکی  C C--- در پیوند سه‌گانهء کربن با کربن یعنی
دیگر داشته باشند تا پایدار شوند، به همین خاطر ترکیب‌های متفاوتی وجود دارند که دارای

C هستند، مثل اینا: C--- H C C H Cl C C Cl- --- - - --- -
( ) ( )1 2

�

ترکیب  در  در حالی که  اتم هیدروژن وصل شده  اتم کربن، یک  به هر   )1( ترکیب شمارهء   در 
 )H و Cl( به هر اتم کربن، یک اتم کلر وصل شده است. کاملاً واضح است که این دو اتم )شمارهء )2 
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C در این دو ترکیب با هم متفاوت  C--- از زمین تا آسمون با هم فرق دارن! بنابراین قدرت پیوند
 است. تفاوت در قدرت پیوند هم یعنی تفاوت در آنتالپی پیوند! به همین دلیل برای پیوند 

C استفاده از نام »میانگین آنتالپی پیوند« مناسب‌تر است. C---
- 83  ٢  

ایزومر یکدیگر به شمار  این‌رو  از  C است؛  H O
2 6

،C A و  فرمول مولکولی هر دو ترکیب 
می‌روند. از آن‌جا که ترکیب C می‌تواند با مولکول‌های خود پیوند هیدروژنی برقرار کند، نقطهء 

جوش بالاتری نسبت به ترکیب A دارد.
ایزومر   C H

8 16
مولکولی فرمول  با   D و   B ترکیب  دو   ١  

یکدیگرند اما محتوای انرژی یکسانی ندارند.
٣ ساده‌ترین عضو خانوادهء کتون‌ها، استون  است که مانند ترکیب 

A، 6 اتم هیدروژن دارد.

) است: )CH O2  ساده‌ترین عضو خانوادهء آلدهیدها، 
C H O
2 6

- جرم مولی CH O2 = جرم مولی CH4 16= جرم مولی g �
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( در آرایش الکترون ـ نقطه‌ای خود  ( و 16 ) ١ عنصرهای گروه 2 )  
دارای 2 الکترون جفت‌نشده هستند. در سه دورهء اول، در مجموع 4 عنصر در گروه‌های 2 و 16 
)O، Mg، Be و S( وجود دارند. دقت کنید که هلیم با این‌که دو الکترون ظرفیتی دارد، اما 

( الکترون جفت‌نشده وجود ندارد.  در آرایش الکترون ـ نقطه‌ای آن )
 n l+ n و n آن‌ها بستگی دارد؛ به طوری که هر چه‌ مقدار l+  انرژی زیرلایه به
n برابر باشد,  l+ برای یک زیرلایه بیشتر باشد، انرژی آن بیشتر است. در صورتی که مقدار

زیرلایه‌ای که n بیشتری دارد, انرژی بیشتری دارد.

 ،n 5 یکسان و برابر 7 بوده و در نتیجه با توجه به مقدارd 6p و  ، 4f n سه زیرلایهء l+ ٢ مقدار
6 :ترتیب انرژی زیرلایه‌ها 5 4p d f> > مقایسهء انرژی زیرلایه‌های داده‌شده به صورت مقابل است:�
، نخستین عنصر ساخت بشر است. با توجه به این‌که عناصر دورهء  ( )

43

99Tc ٣ عنصر تکنسیم
 ( هستند, این 

54
Xe تا گاز نجیب

36
Kr پنجم دارای اعداد اتمی 37 تا 54 )بین گاز نجیب 

عنصر در دورهء پنجم جدول دوره‌ای قرار دارد. توجه کنید که عناصر دستهء d در دورهء پنجم جدول 
، پنجمین عنصر دستهء d )عنصر  ( )

43
Tc دوره‌ای از عدد اتمی 39 شروع می‌شوند و عنصر تکنسیم

واسطه( در این دوره محسوب می‌شود.
 0 7/ 235U در مخلوط طبیعی ایزوتوپ‌های عنصر اورانیم، کم‌تر از  درصد فراوانی ایزوتوپ

235U است. 0 اتم در هر 500 اتم اورانیم، از نوع 7 500

100
3 5

/ /´ = درصد است؛ در نتیجه کم‌تر از
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 در مورد گازهایی که با آب واکنش نمی‌دهند, در دما و فشار یکسان، انحلال‌پذیری 
گازهای قطبی از گازهای ناقطبی )با جرم مولی نزدیک به هم( بیشتر است. در بین گازهای 

ناقطبی، هر چه جرم مولی بیشتر باشد، انحلال‌پذیری گاز در آب بیشتر است:
ÁoÄmQïÏ°dºH:

ÂLõ¤ pI¬ IM ÂLõ¤Iº pI¬

oTzÃM  Â²¼¶ ³o]

NO O N
↙ ↘

> >
¯

2 2

IIM ÂLõ¤Iº pI¬

oUï´¨ Â²¼¶  ³o]

�

عبارت‌های )پ( و )ت( درست هستند. در نمودار داده‌شده، خط‌ها از بالا به پایین به ترتیب 
N2 هستند. O2 و ،NO مربوط به

��ر��  ���رت �� 

�
بر  فشار  تأثیر  باشد،  بیشتر  آب  در  آن  انحلال‌پذیری  نمودار  شیب  که  گازی  هر  )الف( 

انحلال‌پذیری آن بیشتر است. 

 pI¬ ÁoÄmQ Ï°dºH  ·HqÃ¶ :

oM  nIzÎ  oÃYáIU

pI¬  ÁoÄm

NO O N> > Þ2 2
QQ Ï°dºH

  :

ÂLõ¤

ÂLõ¤Iº

NO O N
�

��� ��> >2 2 �

) در فشار 7 اتمسفر و در دمای )N2 )ب( با توجه به نمودار، میزان انحلال‌پذیری گاز نیتروژن
0 گرم در 100 گرم آب است؛ در نتیجه در این شرایط، می‌توانیم  015/ ، تقریباً برابر 20 C
حداکثر مقدار گاز نیتروژن که می‌تواند در 300 گرم آب حل شده و محلول سیرشده‌ای ایجاد 

کند را به صورت زیر محاسبه کنیم:

 ?
/ /gN g gN

g gN
2

2
2

300
0 015

100
0 045= ´ =JA

JA
�

در دمای و  اتمسفر  فشار 5  در   ( )N2 نیتروژن گاز  انحلال‌پذیری  نمودار،  به  توجه  با  )پ( 
که  می‌دانیم  دیگر  طرفی  از  است.  آب  گرم   100 در  گرم   0 01/ برابر تقریباً   ، 20 C

انحلال‌پذیری گازها، با افزایش مقدار نمک در آب کاهش می‌یابد؛ در نتیجه داریم:
nj  pI¬  ÁoÄmQ Ï°dºH

 n¯¼¶   Ï¼±d¶  ³o¬  

}²Ii J

N
NaCl

2

0 1 100/
< AA ³o¬   nj  ÁoÄmQ Ï°dºH100

2

001

N

g/

�

، تقریباً  20 C 4 اتمسفر و در دمای 5/ )ت( با توجه به نمودار انحلال‌پذیری گاز NO در فشار
 ‌NO 0 گرم در 100 گرم آب است. برای محاسبهء غلظت مولی محلول سیرشدهء گاز 03/ برابر
در این شرایط، می‌توانیم حجم محلول را تقریباً برابر حجم آب )حلال( در نظر بگیریم؛ لذا با 
توجه به چگالی آب، غلظت مولی محلول سیرشدهء گاز ‌NO را در این شرایط محاسبه می‌کنیم: 

 Â²¼¶  SÊ±ü 

JA
JA

JA

JA

( . )

/

mol L n
V

m
M
V g mL

g
L

- = =
´ ´

1

3

0 03

30

100
1

1

1

10



mmLmol L JA
0 01

1/ . -

�

 انحلال‌پذیری گازها در آب ناچیز است؛ بنابراین می‌توان جرم محلول را با جرم 
آب و درصد جرمی محلول را با مقدار انحلال‌پذیری گاز برابر در نظر گرفت. با توجه به این‌که  

) است, خواهیم داشت: . )1 1g mL- چگالی محلول به تقریب معادل چگالی آب

= غلظت مولی
´ ´10 Â¶o] kÅnj Â²I«a

Â²¼¶ ³o]

�

Þ = غلظت مولی محلول سیرشدهء گازها در آب 10S
Â²¼¶ ³o]

�

= غلظت مولی = ´ = -10 10 0 03

30
0 01

1S
M mol L/ / . �
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 برای قسمت اول سؤال, با توجه به این‌که فرمول یون نیترات به صورت
صورت به  را  نمک  فرمول  است،   Fe3+ و  Fe2+ کاتیون‌های دارای  آهن  و   NO3

-

Fe در نظر بگیر و با توجه به غلظت یون نیترات در محلول و رابطهء بین جرم  NO n( )3
نمک و جرم یون نیترات، n رو به دست بیار! برای قسمت دوم سؤال هم با توجه به جرم 

محلول و مقدار نمک موجود در آن, شمار یون‌های آهن را در 1گرم محلول به دست بیار.

  ابتدا با استفاده از فرمول ppm، جرم یون نیترات موجود در محلول را 
به دست می‌آوریم:

ppm = ´ Þ = ´

Þ

RHoTÃº  ³o]

Ï¼±d¶  ³o]

RHoTÃº  ³o]

RHoTÃ

10 992
250

10
6 6

ºº  ³o] = ´ - -
248 10

3

3
gNO

�

Fe برسیم: NO n( )3  حالا باید از جرم نیترات به جرم نمک موجود در محلول

�248

62

10
1 1 56

4

3

1

3
3

3

3

3

1

´ ´ ´ ´
+- -

-

- -gNO molNO
gNO

molFe NO
nmolNO

n( ) ( 662

1

0 36 56 62 90 5

3

3

009

90

3

n Fe NO
molFe NO

gFe NO n n

n

n

n

) ( )
( )

/ ( )
/

= Þ + = Þ 66 28 2= Þ =n n
Þ ÞFe NO II( ) ( )

3 2
RHoTÃº ¸ÀA �
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 برای حل قسمت دوم سؤال، با استفاده از کسر تبدیل مناسب می‌نویسیم:

1
0 36

250

1

180

2

3 2

1000

4

3 2

1000

g gFe NO
g

molFe NO
Fe

Ï¼±d¶

Ï¼±d¶

´ ´
/ ( ) ( )

(( ) ( )NO
molFe

molFe NO
3 2

2

3 2

1

1
´

+
�

´ ´ = ´ ´ ´ = ´
+

+
- +6 02 10

1

8 10 6 02 10 4 816 10

23 2

2

6 23 18 2/ / /Fe
molFe

Fe �

Fe NO nNOn( )3 3

-  با استفاده از کسر تناسب می‌توانیم بنویسیم:�

³o]

KÄoò Â²¼¶  ³o]

Ï¼±d¶  ³o]

KÄoò Â´
=

´ ´
´

-

Fe NO n

ppm

( )3

10
6

� ��� ��� ²²¼¶  ³o]

NO

n n

3

0 36

56 62

250 992 10

62

16

6

-

Þ
+

= ´ ´
´

-

� ��� ���

/ �

Þ
+

= Þ
+

= Þ + =

Þ = Þ =

0 36

56 62

4

1000

36

56 62

4

10
56 62 90

28 56 2

9 1

/
n n n n n n

n n

�

Fe NO NO Fe( )
3 2 3

2
2 

- + �

Ï¼±d¶  ³o]

KÄoò Â²¼¶  ³o]

½nl  jHk÷U

K

´ ´
´

=
-

-

ppm

NO

10
6

3

� ���� ���� ÄÄoò

ÁIÀ ½nl  jHk÷U

´
Þ ´ ´

´
=

´
+

- +

N
Fe

A

Fe2

1 10

2 6 02 1

992

62

16

8

6 2

� �� �� / 00
23

�

Þ = ´ ´ ´ = ´+ -Fe2 6 23 18
8 10 6 02 10 4 816 10ÁIÀï½nl jHk÷U / / �
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دورهء  در  که  است   ( )
35
Br برم دوره‌ای،  جدول  مایع  نافلز  تنها   ١  

چهارم جدول تناوبی قرار دارد. در این دوره، تنها یک عنصر گازی وجود دارد که همان گاز 
) با واکنش‌پذیری ناچیز است. )

36
Kr نجیب کریپتون

ژرمانیم و   ( )
14
Si سیلیسیم  ، ( )6C کربن عناصر  اتم  دوره‌ای،  جدول   14 گروه  در   ٢

) در واکنش با اتم دیگر عنصرها، تنها الکترون به اشتراک می‌گذارند اما دقت کنید  )
32
Ge

) از این گروه, می‌توانند یون‌های تک‌اتمی با بارهای )
82
Pb ) و سرب )

50
Sn که فلزهای قلع

4+ تشکیل دهند. 2+ یا
از  دیگر،  گروه‌های  مشابه  قلیایی‌خاکی،  فلزهای  گروه  یا  دوره‌ای  جدول  دوم  گروه  در   ٣
آن‌ها  اتم  الکترونی  لایه‌های  تعداد  زیرا  می‌یابد،  افزایش  عنصرها  اتمی  شعاع  پایین,  به  بالا 
بیشتر می‌شود. هم‌چنین، بار مثبت هستهء عنصرها به دلیل افزایش عدد اتمی یا همان تعداد 

پروتون‌های عنصر، در یک گروه از بالا به پایین، افزایش می‌یابد.
)f یا d ،p ،s( با مشخص‌شدن جایگاه یک عنصر در جدول دوره‌ای، دستهء آن عنصر 

این  در  خود،  اتم  پرشدن  حال  در  زیرلایهء  بر  بنا  مختلف  عنصرهای  که  می‌شود   مشخص 
4 دستهء مختلف قرار می‌گیرند.
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١ کربوکسیلیک اسیدها و استرهای یک‌عاملی که شمار اتم‌های کربن یکسانی دارند، ایزومر 
یا همپار یکدیگر هستند؛ بنابراین داریم:

 
tIºIºA  Á¼M  ã½kºpIw  oTwH :  RH¼ºIU¼M  ®ÃUH

¾¹Mo¨ = ÞC H O
6 12 2

66

6
6 12 2

kÃwH ¦ÃG¼ºHq«À :  ¾¹Mo¨ C H O Þ

ü

ý
ï

þ
ï

Þ این دو ترکیب، همپار هستند.  �

٢ در ساختار مولکول ترفتالیک 
اسید، چهار اتم کربن با هیچ اتم 
هیدروژنی پیوند اشتراکی ندارند:

( )C H n
nn n2 2

12

14 2
100+ =

+
´IÀï·I§²A  nj  ¸Mo¨  Â¶o]  kÅnj �٣

برای این‌که بدونیم با افزایش n، درصد جرمی کربن چه تغییری می‌کنه، کافی است که درصد 
جرمی کربن در دو آلکان اولیه را حساب کنیم:

CH4 = درصد جرمی کربن در ´ =12

16
100 75% �

C H
2 6

= درصد جرمی کربن در ´ ´ =2 12

30
100 80% �

با افزایش n، درصد جرمی کربن در آلکان‌ها افزایش می‌یابد. به نظرتون در نهایت درصد جرمی 
12 رو حساب 

14 2

n
n +

کربن به چه عددی می‌تونه برسه؟! اگر از درس ریاضی کمک بگیرید و حد
، متوجه خواهید شد که درصد جرمی کربن در آلکان‌ها نهایتاً می‌تواند به  ( )n ® ¥ کنید

( برسد. بدانید و آگاه باشید که  12
14

85 7´ =100 % / درصد جرمی کربن در آلکن‌ها )حدود

درصد جرمی هیدروژن در آلکان‌ها با افزایش شمار اتم‌های کربن کاهش می‌یابد و نهایتاً به 
( می‌رسد. %14 3/ درصد جرمی هیدروژن در آلکن‌ها )حدود

 بیش از 90 درصد نفت خام مصرفی در دنیا، صرف سوزاندن و تأمین انرژی می‌شود که حدود 
نیمی از نفت یا تقریباً 50 درصد آن، به عنوان سوخت در وسایل نقلیه و بخش اعظم نیم دیگر نفت 

یا تقریباً 40 درصد آن، برای تأمین گرما و انرژی الکتریکی مورد نیاز ما استفاده می‌شود.
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 HCl و KOH هر دو به ترتیب اسید و باز قوی هستند. پس از واکنش 
HCl با pH ،KOH محلول برابر با 13 شده است نه 7؛ بنابراین مقدار KOH بیشتر از 

HCl بوده و همهء KOH خنثی نشده است.

+H حاصل از  -OH محلول باز با  با اضافه‌کردن HCl به محلول KOH، مقدار از
یونش HCl خنثی می‌شود که سؤال گفته بعد از این خنثی‌شدن، pH محلول 13 شده؛ پس 

] را در محلول نهایی حساب می‌کنیم: ]OH- ابتدا به کمک pH محلول،

 pH H O mol LpH= Þ = =+ - - -
13 10 10

3

13 1[ ] . �

 [ ][ ] [ ] .H O OH OH mol L
3

14
14

13

1 1
10

10

10

10
+ - - -

-

-
- -= Þ = = �

] محلول نهایی، شمار مول‌های KOH باقی‌مانده در محلول را  ]OH-  با داشتن

محاسبه می‌کنیم. از آن‌جا که KOH یک باز قوی یک‌ظرفیتی است، داریم:

 [ ] .OH M mol L- - -= =10 1 1 �
200mL است: حجم محلول

)M( غلظت مولی = Þ =-½k{ï®e ÁIÀïÏ¼¶ jHk÷U

oTÃ² KveoM Ï¼±d¶ ´\e

ÁIÀïÏ¼¶ jHk÷U

10
2

1 KOH
000

1000

�

Þ KOH 0= تعداد مول‌های 02/ mol �
0 مول KOH در محلول باقی مانده است.  02/ در نتیجه پس از انجام واکنش خنثی‌شدن،
44 گاز HCl با چند مول KOH واکنش می‌دهد: 8/ mL  حالا حساب می‌کنیم که
 HCl KOH KCl H O+ ® + 2 �

 44 8
1

22400

1

1
0 002/ /mLHCl

molHCl
mLHCl

molKOH
molHCl

mol´ ´ = �

و  شده  خنثی   HCl گاز  میلی‌لیتر   44 8/ با  KOH مول   0 002/ پس  
مول  0 022/ ابتدا در  بنابراین  مانده؛  باقی  محلول  در   KOH مول   0 02/ نهایت در 

KOH داشته‌ایم. این مقدار KOH در 5 میلی‌لیتر محلول  ( / / / )0 002 0 02 0 022+ =

وجود داشته، پس غلظت اولیهء KOH برابر است با:

)M( غلظت مولی = = = -½k{ï®e ÁIÀïÏ¼¶ jHk÷U

oTÃ² KveoM Ï¼±d¶ ´\e

0 022

5

1000

4 4
1/ / .mol L �

M )غلظت مولی((، درصد جرمی  ad= 10

Â²¼¶ ³o]
 حالا می‌تونیم به کمک فرمول )

KOH را حساب کنیم:

 M
ad a a= Þ = ´ ´ Þ =10

4 4
10 2 8

56
8 8

Â²¼¶ ³o]
/ / / �
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CH2 با هم تفاوت دارند؛ بنابراین   دو عضو متوالی آلکان‌ها در یک گروه
اختلاف آنتالپی سوختن دو عضو متوالی آلکان‌ها با هم برابر بوده و برابر با آنتالپی سوختن 

CH2 است. مثال: یک گروه
 C H

4 10
C- آنتالپی سوختن H

3 8
آنتالپی سوختن �

= C H
3 8

C- آنتالپی سوختن H
2 6

آنتالپی سوختن �

 اختلاف آنتالپی سوختن دو هیدروکربن متوالی به دلیل تفاوت در گروه
CH2 است؛ پس کافیه اختلاف آنتالپی سوختن اتان و پروپان رو حساب کنی تا آنتالپی 
CH2 به پروپان، هگزان  CH2 رو به دست بیاری. با اضافه‌کردن 3 گروه سوختن یک گروه
CH2 رو به آنتالپی سوختن پروپان اضافه  حاصل می‌شود، پس کافیه آنتالپی سوختن 3 گروه

کنی تا به آنتالپی سوختن هگزان برسی و بتونی خواستهء سؤال رو محاسبه کنی.

CH2 با هم اختلاف دارند؛ پس می‌توان نوشت:  اتان و پروپان در یک گروه
 D =H CH

¸Ti¼w
( )2 آنتالپی سوختن اتان – آنتالپی سوختن پروپان �

 = - - - = - -
2230 1560 670

1( ) .kJ mol �
) اختلاف دارد. )C H

3 8
CH2 با پروپان ) در سه گروه )C H

6 14
 هگزان

+ آنتالپی سوختن پروپان = آنتالپی سوختن هگزان D3 H
¸Ti¼w

( )CH2 �

 = - + - = - -
2230 3 670 4240

1( ) .kJ mol �
 از سوختن 1 مول هگزان، 4240 کیلوژول گرما آزاد می‌شود؛ پس گرمای آزادشده 

17 گرم از آن برابر است با: 2/ به ازای سوختن

 17 2
1

86

4240

1
848

6 14

6 14

6 14 6 14

/ g C H
molC H
g C H

kJ
molC H

kJ´ ´ = �
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 سطح انرژی یک ماده در حالت مایع پایین‌تر از سطح انرژی همان ماده در حالت 
گاز است؛ یعنی:

C :سطح انرژی H l C H g
2 6 2 6
( ) ( )< H :سطح انرژی و O l H O g2 2( ) ( )< �

 از آن‌جا که نیروهای بین مولکولی در اتان )وان‌دروالسی(، ضعیف‌تر از نیروهای بین 
تبخیر آب کم‌تر  آنتالپی  از  اتان  تبخیر  آنتالپی  )پیوند هیدروژنی( هستند،  مولکولی در آب 
) در مقایسه با تبخیر  ( ) ( ))2 2

2 6 2 6
C H l C H g® است؛ یعنی برای تبخیر 2 مول اتان 

، گرمای کم‌تری لازم است. ( ( ) ( ))6 6
2 2
H O l H O g® 6 مول آب

 پس نمودار انرژی 4 واکنش سؤال با توجه به 
تفاوت حالت فیزیکی مواد به صورت مقابل است:

�
�

:مقایسهء مقدار عددی گرمای آزادشدهء 
واکنش‌ها به ازای 1 گرم اتان

Q Q Q QIII II I IV( ) ( )

/

( )

/

( )

/
¯ ¯ ¯ ¯

> > >

52 51 43 47 6 47 03 �
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 با استفاده از ضرایب استوکیومتری مواد در یک واکنش:
 می‌توان سرعت متوسط مصرف یا تولید و یا همان شیب نمودار مول یا غلظت ـ زمان 
آن‌ها را با هم مقایسه کرد.  نمی‌توان مقدار مول مواد را در هر لحظه مقایسه کرد و فقط 

مقدار مول مصرفی یا تولیدی آن‌ها را می‌توان مقایسه کرد.

عبارت‌های »الف« و »پ« درست‌اند.
 I( 2 3 2 2

2 2 2 2
H S g O g H O g SO g( ) ( ) ( ) ( )+ ® + �

II( 4 3 4 6
3 2 2

AsH g O g As s H O g( ) ( ) ( ) ( )+ ® + �

)الف( ضریب هر دو فراورده در واکنش )I( برابر است؛ بنابراین سرعت تولید آن‌ها و شیب 
نمودار مول ـ زمان آن‌ها، با هم برابر است.

H است و نه دو برابر! S2 1 برابر 5/  ، O2 )ب( در واکنش )I(، ضریب
H است که جزء فراورده‌ها می‌باشد. O2 )پ( درسته! زیرا بزرگ‌ترین ضریب در واکنش )II(، متعلق به
O2 کم‌تر از ضریب As است، اما حواستون باشه که ضرایب در یک  )ت( درسته که ضریب
معادلهء موازنه‌شده، نسبت تغییر تعداد مول مواد نسبت به هم را نشان می‌دهند و نه نسبت 
O2 در ظرف وارد شده است؛ اگر پس از  تعداد مول آن‌ها! مثلاً فرض کنید در ابتدا 3 مول
3 می‌رسد؛ از طرفی با توجه به  1 2- = O2 به O2 مصرف شود، تعداد مول مدتی 1 مول

4 مول As تولید می‌شود. پس طی این زمان، 
3

 ، O2 معادلهء واکنش، به ازای مصرف 1 مول

As خواهد شد.   O2 بیشتر از تعداد مول تعداد مول
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 برای به دست آوردن جرم آهن باقی‌مانده، ابتدا جرم آهن مصرف‌شده در 
40 ثانیهء ابتدایی را از روی سرعت گاز هیدروژن به دست آورده و مقدار حاصل را از جرم 

اولیهء آهن کم کن!

 3 4 4
2 3 4 2

Fe s H O g Fe O s H g( ) ( ) ( ) ( )+ ® + �
  جرم فلز آهن مصرف‌شده را محاسبه می‌کنیم:

 40 0 04

1

3

4

56

1

40 0 04 3 56

4

2

2

10

1

s molH
s

molFe
molH

gFe
molFe´ ´ ´ = ´ ´ ´ =

/ /
667 2/ gFe �

 جرم فلز آهن باقی‌مانده در ظرف واکنش را به دست می‌آوریم: 

 
½kºI¶ Â¤IM  ¸ÀA  q±Î  ³o] ¾Ã²»H  ¸ÀA  q±Î  ³o] ½k{ ýo~¶  ¸= - ÀÀA  q±Î  ³o]

= - =152 8 67 2 85 6/ / / gFe
 �

 اگر از کسر تناسب برای حل مسائل استفاده می‌کنید باید مراحل زیر را طی کنید:

 R n
t

n n mol= Þ = Þ =D
D

D D0 04
40

1 6/ / �

 3 4
2

Fe H �

 x x

Fe H

3 56

1 6

4
67 2

2

´
= Þ =

��� �
/ / �

= جرم فلز آهن باقی‌مانده - جرم فلز آهن اولیه جرم فلز آهن مصرف‌شده �
= - =152 8 67 2 85 6/ / / gFe �
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a است، یعنی  : وقتی می‌گوییم درجهء یونش اسید ضعیف HA برابر a Ka و رابطهء بین
Ma یونیده شده است و غلظت تعادلی آن برابر با اگر غلظت اولیهء اسید، M باشد، به اندازهء

M خواهد بود؛ پس می‌توان نوشت:� M- a

HA H A

+ -+

00Mغلظت اولیه

+Ma+Ma-Maتغییر غلظت

MaMaM M- aغلظت تعادلی

Þ = =
-

=
-

=
-

+ -
K H A

HA
M M
M M

M
M

M
a
[ ][ ]
[ ]

( )( )
( )

a a
a

a
a

a
a

2 2 2

1 1 �
بنابراین برای اسیدهای ضعیف مانند HA رابطهء زیر برقرار است:

K M
a =

-
a
a

2

1

Ka < <-
¾ ®¾¾¾¾¾¾10 0 05

4
IÄ a / K Ma  a2 �
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نمودار درجهء یونش برحسب غلظت اسید:
K برقرار است. در دمای معین، Ma  a2 دیدیم که برای اسیدهای ضعیف، رابطهء تقریبی
Ka عدد ثابتی است؛ بنابراین از این رابطه نتیجه می‌گیریم که درجهء یونش اسیدهای ضعیف 
باشد، درجهء یونش  وارونه دارد؛ یعنی هر چه محلول غلیظ‌تر  رابطهء  با غلظت محلول آن‌ها 

اسید در آن کم‌تر است:
K M K

M
M

Ma
a

 a a
a

a
2 Þ =

.jnHj  ¾º»nH»  â¾õMHn IM

.SvÃº  Âõi KveoM nHj¼µµº

�

⇒ �

بالا، برای محاسبهء نسبت درجهء یونش یک اسید خیلی ضعیف در دو  با توجه به رابطهء   
محلول با غلظت متفاوت، می‌توان از رابطهء مقابل استفاده کرد:

a
a
2

1

1

2

=
M
M �

یونش  کامل  طول  به  قوی  اسیدهای  باشین!  مراقب  بچه‌ها 
یونش  درجهء  بر  تأثیری  آن‌ها  غلظت  تغییر  بنابراین  می‌یابند؛ 

اسید ندارد.

�

 با استفاده از ثابت یونش اسید و غلظت محلول، درجهء یونش را قبل از افزودن آب 
، عدد کوچکی نیست و باید از روابط  ( / )0 05 Ka به دست می‌آوریم. حواستون باشه مقدار

Ka استفاده کنیم. اصلی

K M
a

K

M
a

=
-

¾ ®¾¾¾¾ =
-

Þ + - =
= =

=
a
a

a
a

a a
2 0 05

1

20

1

2
2

1

1

20 1
20 1 0

/
    �

Þ
=
=
= -

ì

í
ï

î
ï

Þ = - ± -
      

a
b
c

b b ac
a

20

1

1

4

2
1 2

2

a a, �

Þ = - ± Þ
= -

= =

ì

í
ï

î
ï

      

 

 

¡.¡.ù

a a
a

a
1 2

1

2

1 9

40

10

40

8

40
0 2

,
/ 

�

 غلظت مولی محلول پس از افزودن آب را حساب می‌کنیم:
0 می‌رسد. با توجه به این‌که دما  4/ 0 به 2/ با افزودن آب، درجهء یونش اسید دو برابر شده و از

ثابت است، مقدار ثابت یونش اسید نیز ثابت است و تغییری نمی‌کند؛ بنابراین خواهیم داشت:
[ ] /H M M+ = =a 0 4 �

K H
M H

M
M M

M
a

Ka
=

-
¾ ®¾¾¾¾ =

-
=

+

+

= =[ ]
[ ]

( / )
/

/
/

/2 0 05
1

20

2 2
1

20

0 4

0 4

0 16

0 6MM M= 4

15
�

Þ =
´

= -M mol L15

4 20

3

16

3

4

1. �
 حجم آب اضافه‌شده را حساب می‌کنیم:

3 مولار رسیده است. با توجه به این‌که بر اثر 
16

با افزودن آب، غلظت محلول از 1 مولار به
افزایش حجم محلول، شمار مول‌های اسید تغییری نمی‌کند، خواهیم داشت:

kÃwH  Ï¼¶ kÃwH  Ï¼¶
Ï¼¶ Â²¼¶  SÊ±ü ´\e

( ) ( )1 2

��� �� ��� ��= ¾ ®¾¾¾= ´¾¾¾¾¾ =M V M V
1 1 2 2

�

Þ ´ = ´ Þ =1 1
3

16

16

3
2 2
V V L �

= حجم آب اضافه‌شده - = - = =V V L mL mL
2 1

16

3
1

13

3

13000

3
4333 �
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 محاسبهء جرم مولی پلی‌وینیل کلرید:
( )C H Cl n nn2 3

3 6000 2000Þ = = Þ =·r»nkÃÀ  ÁIÀï´UH  nIµ{ �
Þ = ´ = ´ = -

Â²¼¶  ³o] Â²¼¶  ³o]2000 2000 62 5 125000
2 3

1C H Cl g mol/ . �
( )C H nCOn3 6 2

3  محاسبهء جرم مولی پلی‌پروپن:�

Ï¼¶

KÄoò

³o]

KÄoò Â²¼¶  ³o]

¸Q»oQïÂ±Q
kÃv¨HïÁj  ¸Mo¨

� � ��� ���
=

´
Þ 0 // 5

1

198 1000

3 44

9000

3
3000

9

2

= ´
´

Þ = =
n

n �

= جرم مولی پلی‌پروپن ´ = ´ -n C H g mol
3 6

1
3000 42Â²¼¶  ³o] ( ) . �

 محاسبهء نسبت جرم مولی پلی‌پروپین به پلی‌وینیل کلرید:
¸Q»oQïÂ±Q  Â²¼¶  ³o]

kÄo±¨  ®Ã¹Ä»ïÂ±Q  Â²¼¶  ³o]
= ´3000 42

1250000

3 42

125

126

125
1= ´ =  �
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عبارت‌های دوم، سوم، چهارم و پنجم درست هستند. 

ترتیب،  به  می‌تواند  مایع  و  جامد  صابون‌های  کلی  فرمول  ��ر��  ���رت ��  
RCOONa و RCOOK باشد که در این دو صابون، R نشان‌دهندهء گروه هیدروکربنی 
بلند‌زنجیر می‌باشد؛ بنابراین ترکیب a، نوعی صابون مایع محسوب می‌شود ولی ترکیب c به 

علت داشتن زنجیر هیدروکربنی بسیار کوچک، صابون به شمار نمی‌آید. 
 RC H SO Na

6 4 3

- +  ترکیب b، پاک‌کنندهء غیرصابونی است که فرمول کلی این پاک‌کننده‌ها،
+Mg2 تشکیل رسوب نمی‌دهند و  +Ca2 و با یون‌های می‌باشد. پاک‌کننده‌های غیرصابونی 
خاصیت پاک‌کنندگی خود را حفظ می‌کنند؛ در صورتی که ترکیب a با توجه به توضیحات داده‌شده، 

+Mg2 تشکیل رسوب می‌دهند. +Ca2 و پاک‌کنندهء صابونی است و این پاک‌کننده‌ها با یون‌های
C بوده و با توجه به شمار اتم‌های  H

17 33
 فرمول زنجیرهای هیدروکربنی ترکیب d به صورت 

, در ساختار آن‌ها  ( )C H
17 35

) هم‌کربن آن )C Hn n2 1+ هیدروژن در گروه سیرشدهء آلکیل

35 پیوند دوگانه وجود دارد؛ بنابراین ترکیب d، یک استر سنگین سیرنشده است.  33

2
1

- =

 ترکیب‌های a و d به ترتیب، صابون مایع و استر سنگین )نوعی چربی( هستند و مخلوط استر 
سنگین و آب، ناپایدار است و دو لایهء مجزا تشکیل می‌دهد. در صورتی که مقداری صابون به این 

مخلوط اضافه کنیم، یک کلوئید به دست می‌آید که مخلوطی پایدار و به ظاهر همگن است. 
 صابون‌های مایع، نمک پتاسیم یا آمونیوم اسید چرب هستند؛ بنابراین اگر به جای بخش 
NH4 قرار گیرد، هم‌چنان صابون به حالت 

+ ، کاتیون K+ کاتیونی ترکیب a یا همان کاتیون
مایع می‌ماند و حالت فیزیکی آن تغییری نمی‌کند. 
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 تفاوت در خواص، مزه، رنگ و بوی ادویه‌ها، میوه‌ها و بسیاری از مواد دیگر 
به دلیل تفاوت در ساختار و وجود گروه‌های عاملی متفاوت در آن‌هاست.

نام برخی از مواد و گروه‌های عاملی موجود در آن‌ها در زیر آمده است.
گروه عاملینام ترکیب موجودنام ماده

آلدهیدبنزآلدهیدبادام
آلدهیددارچین
کتون2ـ هپتانونمیخک
کتونزردچوبه
اتررازیانه
الکل )هیدروکسیل(گشنیز

کربوکسیلیک اسید بنزوئیک اسیدتمشک و توت‌فرنگی 
)کربوکسیل(

فاقد گروه عاملیلیکوپنهندوانه و گوجه‌فرنگی
استراتیل بوتانواتبوی آناناس
استرپنتیل اتانواتبوی موز
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گروه عاملینام ترکیب موجودنام ماده
استرمتیل بوتانواتبوی سیب
استراتیل هپتانواتبوی انگور
آمینمتیل آمینبوی ماهی

تایر اتومبیل، قایق بادبانی، لباس مسابقهء 
آمیدکولارموتورسواری و جلیقه‌های ضد گلوله

کربوکسیلیک اسیداستیک اسیدسرکه
کربوکسیلیک اسیدریواس، انگور، لیموترش، کیوی، گوجه‌سبز

لاکتیک اسیدشیر ترش‌شده
کربوکسیلیک اسید
و هیدروکسیل 

)الکل(
الکلکلسترولکلسترول
دی الکلاتیلن گلیکولضد یخ
آمیداورهاوره

روغن زیتون
استر سه‌عاملی 

سنگین
استراتیل استات )اتیل اتانوات(حلال چسب

) نیز  )C H
10 8

در ساختار وانیل، 8 اتم هیدروژن و 8 اتم کربن وجود دارد. در ساختار نفتالن
) است.  )C H

6 12
8 اتم هیدروژن وجود دارد، اما هگزن یک آلکن 6کربنی

،) ١ ترکیب مورد نظر دارای گروه عاملی آلدهیدی )  
٢ ترکیب مورد نظر مانند ترکیب آلی  ( است.  ( و هیدروکسیل ) اتری )
موجود در دارچین، دارای گروه عاملی آلدهیدی است.  هر اتم اکسیژن، 2 جفت‌الکترون 
ناپیوندی دارد؛ بنابراین ترکیب مورد نظر با 3 اتم اکسیژن، در مجموع 6 جفت‌الکترون ناپیوندی 
 ( )C Hn n2 2- C و فرمول مولکولی یک آلکین H O

8 8 3
دارد. فرمول مولکولی این ترکیب

C بوده و جرم مولی هر دوی این ترکیب‌ها، 152 گرم است:  H
11 20

11کربنی،
 C H O gmol

8 8 3

1
8 12 8 3 16 152 Â²¼¶ ³o] = ´ + + ´ = -( ) ( ) . �

 C H g mol
11 20

1
11 12 20 152 Â²¼¶ ³o] = ´ + = -( ) . �

- 98  ٣  

 در دما و غلظت یکسان، در محلول اسیدهای ضعیف یک‌ظرفیتی، هر چه 
اسید قوی‌تر باشد )ثابت یونش اسید بزرگ‌تر باشد(، شمار بیشتری از مولکول‌های اسید یونیده 
شده و غلظت یون‌ها در محلول آن بیشتر بوده و در نتیجه تفاوت غلظت یون‌ها با مولکول‌های 

یونیده‌نشدهء اسید، کم‌تر است.

 ¾Ã²»H SÊ±ü:

Â²jI÷U SÊ±ü:

HA H A
M
M x x x



+ -+

-
0 0 �

) :تفاوت غلظت یون‌ها با مولکول‌های یونیده‌نشدهء اسید )M x x M x- - = -2 3 �
Þ Ka بزرگ‌تر، x بزرگ‌تر Þ هر چه تفاوت غلظت کم‌تر �
Ka بزرگ‌تر را انتخاب کنیم: با توجه به توضیحات داده‌شده در کادر شفاف‌سازی، باید اسید با

 ( )Ka هیدروسیانیک اسید > استیک اسید > فورمیک اسید > نیترو اسید: مقایسهء قدرت اسیدی
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در سلول گالوانی
آند  (قطب منفی) سلول

كاتد  (قطب مثبت) سلول

الكترود با #E كوچک تر

الكترود با #E بزرگ تر
�

 در همهء سلول‌های الکتروشیمیایی )گالوانی و الکترولیتی(، جهت حرکت الکترون‌ها در مدار 
بیرونی از آند به کاتد است.

 ولتاژ هر سلول گالوانی، همان اختلاف پتانسیل میان دو نیم‌سلول کاتد و آند است. برای 
E کاتد کم کنیم: E آند را از محاسبهء ولتاژ یک سلول گالوانی باید

 emf E E E E E= = - = -
Ï¼±w (kUI¨) (kºA) (oUï©nqM) (oUï¦a¼¨)

    

�

١ در سلول‌های گالوانی، جهت حرکت الکترون‌ها در مدار بیرونی از   
آند به کاتد است؛ پس در هر دو سلول داده‌شده، فلز مس نقش کاتد را دارد. از اون‌جایی که ولتاژ 
سلول )1( بیشتر از سلول )2( است، می‌توان فهمید که X کاهنده‌تر از Y است، اما برای این‌که 

E آن‌ها را حساب کنیم: بدونیم، X و Y چه فلزهایی هستند، باید

 emf E E= -
(kUI¨) (kºA)

  �

2 :سلول )1( 0 34 1 66= - Þ = -/ ( ) ( ) /E X E X V  �
Þ X همان فلز آلومینیم )Al( است. �

1 :سلول )2( 1 0 34 0 76/ / ( ) ( ) /= - Þ = -E Y E Y V  �
 Þ Y همان فلز روی )Zn( است. �

، جزء فلزهای واسطهء  ( )
30
Zn ) جزء فلزهای اصلی دستهء p و فلز روی )

13
Al فلز آلومینیم

دستهء d است.
٢ فهمیدیم که آند سلول )1(، آلومینیم و آند سلول )2(، روی است.

Al :نیم‌واکنش آندی سلول )1( Al e® ++ -3 3 �

Zn :نیم‌واکنش آندی سلول )2( Zn e® ++ -2 2 nIµ{ ·jo¨oMHoM

IÀï·»oT§²H
¾ ®¾¾¾

® +

® +

ì
í
ï

î

+ -

+ -

2 2 6

3 3 6

3

2

Al Al e

Zn Zn eïï
�

به ازای مبادلهء 6 مول الکترون، 2 مول Al و 3 مول Zn مصرف می‌شود. با توجه به این‌که
 Zn در دورهء چهارم قرار دارد، می‌شه فهمید که جرم 3 مول 

30
Zn  در دورهء سوم و

13
Al

قطعاً بیشتر از جرم 2 مول Al است، نه کم‌تر! )تا این‌جا پاسخ تست مشخص شد ولی بیایید 
گزینه‌های بعدی رو هم بررسی کنیم.(

٣ X و Y به ترتیب آلومینیم و روی هستند؛ بنابراین خواهیم داشت:
 emf E E E Zn Zn E Al Al= - = -+ +

(kUI¨) (kºA)

   ( / ) ( / )2 3 �

 = - - - =0 76 1 66 0 9/ ( / ) / V �
 معادله‌های واکنش انجام‌شده در دو سلول به صورت زیر است:

2 :سلول )1( 3 2 3
2 3Al Cu Al Cu+ ® ++ + 10= مجموع ضرایب  �

Zn :سلول )2( Cu Zn Cu+ ® ++ +2 2 = مجموع ضرایب        4 �
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٣ و  درست هستند.   ، ١ ٢ نادرست و 

،C H2 2 ١ مولکول 4اتمی استیلن یا همان اتین با فرمول مولکولی
یک مولکول ناقطبی به شمار می‌رود که ساختاری خطی دارد.

SO3، عناصر S و O هر دو متعلق به گروه 16  ٢ در مولکول
جدول تناوبی هستند، ولی این مولکول ناقطبی می‌باشد؛ زیرا توزیع 

الکترون‌ها پیرامون اتم مرکزی این مولکول، متقارن است.

٣ مولکول کربونیل سولفید با فرمول شیمیایی SCO و مولکول کلروفرم با فرمول شیمیایی
CHCl3، هر دو قطبی هستند و گشتاور دوقطبی بزرگ‌تر از صفر دارند؛ زیرا اتم‌های اطراف 

اتم مرکزی دارای خصلت نافلزی متفاوتی هستند و توزیع الکترون‌ها یکنواخت نیست.

              
شیمیایی فرمول  با  اتر  دی‌متیل  مولکول  در   

CH، خاصیت نافلزی  O CH3 3- - C یا H O
2 6

اتم O از اتم‌های C و H، بیشتر است؛ بنابراین در این 
مولکول، تراکم بار الکتریکی منفی روی اتم O می‌باشد 
 O و در نقشهء پتانسیل الکتروستاتیکی این مولکول، اتم

به رنگ سرخ است.
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 مقایسهء آنتالپی فروپاشی شبکهء ترکیب یونی:
 هر چه مجموع قدرمطلق بار یک کاتیون و یک آنیون در یک ترکیب یونی بزرگ‌تر 

DH فروپاشی شبکهء آن، بزرگ‌تر است. باشد,
DH فروپاشی شبکهء بلور، بزرگ‌تر است.  هر چه شعاع یون‌ها کوچک‌تر باشد،

عبارت‌های »ب« و »پ« درست‌اند

 X2- ، D3+ ، M2+ )آ( با توجه به شمارهء گروه عنصرها، X ،D ،M و Y به ترتیب یون‌های
-Y را تشکیل می‌دهند؛ پس مجموع قدرمطلق بار یک کاتیون و یک آنیون در ترکیب  و
 M بزرگ‌تر از این مجموع در ترکیب حاصل از واکنش ( )3 2 5+ =  X و D حاصل از واکنش
MY2 دارد. D آنتالپی فروپاشی بیشتری نسبت به  X

2 3
) است، از این‌رو  )2 1 3+ =  Y و

) دارد؛ پس  )MgO MX ) آنتالپی فروپاشی کم‌تری نسبت به  )K O A X2 2 )ب( ترکیب 
نقطهء ذوب آن کم‌تر است.

 MY2 ،M و Y و ترکیب حاصل از واکنش A X2 ،X و A پ( ترکیب حاصل از واکنش(
 MY2 A مانند نسبت شمار آنیون به کاتیون در  X2 است، نسبت شمار کاتیون به آنیون در 

برابر با 2 است.
)ت( Z یک فلز واسطه است و اکسید آن، ترکیب یونی به حساب می‌آید اما هر دو عنصر X و 
Y )اکسیژن و کلر( نافلز هستند و ترکیب حاصل از واکنش آن‌ها، یک مادهء مولکولی به شمار 

می‌رود. ساختار ترکیب‌های یونی و مواد مولکولی کلی با هم فرق داره!
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 نیم‌واکنش‌های آندی و کاتدی و واکنش کلی سلول سوختی هیدروژن

2 :نیم‌واکنش آندی 2 22( ( ) ( ) )H g H aq e® ++ -                 E V =0 �

O :نیم‌واکنش کاتدی g H aq e H O l
2 2

4 4 2( ) ( ) ( )+ + ®+ - E V =1 23/ �

2 :واکنش کلی 22 2 2H g O g H O l( ) ( ) ( )+ ® E E E V
Ï¼±w kUI¨ kºA

  = - =1 23/ �

H2 در سلول سوختی، 2 مول الکترون مبادله می‌شود: با اکسایش هر مول
H :نیم‌واکنش آندی H e2 2 2® ++ - �

 2 5
1

2

2

1
2 5

2

2

2 2

/ /gH
molH
gH

mole
molH

mole´ ´ =
-

- �

در سلول گالوانی Cu ـ Al، با اکسایش 1 مول یا 27 گرم آلومینیم، 3 مول الکترون مبادله 

 Al Al e® ++ -3 3 می‌شود:�

2 5
27

3

22 5/ /mole gAl

mole
gAl-

-
´ = �
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 یک واکنش زمانی به تعادل می‌رسد که غلظت مواد شرکت‌کننده در واکنش، ثابت شود.
، مولکول دواتمی کوچک‌تر همان N2 در شکل‌های داده‌شده مولکول دواتمی بزرگ‌تر همان گاز

NH3 است و با توجه به این‌که در زمان‌های 40 و 60 دقیقه،  H2 و مولکول چهاراتمی همان

غلظت مواد شرکت‌کننده در واکنش تغییری نکرده است، تعادل 40 دقیقه پس از شروع واکنش 
،( / / )1 0 1 0 1

2
´ = N 0 مول 1/  برقرار شده است؛ در نتیجه می‌توان گفت که در سامانهء تعادلی،

دارد؛ وجود   ( / / )6 0 1 0 6
3

´ = NH مول  0 6/ و  ( / / )6 0 1 0 6
2

´ = H مول  0 6/

 N g H g NH g
2 2 3

3 2( ) ( ) ( )+  پس خواهیم داشت: �

 K NH
N H

= =
´

=
[ ]
[ ][ ]

( / )

( / ) ( / )
3

2

2 2

3

2

3

0 6

10

0 1

10

0 6

10

10000

6
1667 �

برای قسمت دوم سؤال، با توجه به ضرایب استوکیومتری مواد شرکت‌کننده در واکنش، رابطهء 
سرعت متوسط واکنش و سرعت متوسط مصرف یا تولید مواد را به صورت زیر می‌نویسیم 
N2 را در 20 دقیقهء دوم واکنش یا همان زمان‌های   و به دلخواه سرعت متوسط مصرف گاز

20 تا 40 دقیقه به دست می‌آوریم: 
 R R N R H R NH
( )

( ) ( ) ( )
y¹¨H» = = =2 2 3

1 3 2
�

 
R N

t

mol
L( ) R(N ) [ ]

( ) /

min
/

y¹¨H» = = - = -

- ´

=
´

= ´

2
2

1 2 0 1

10

20

0 1

10 20

5 1

D
D

00
4 1 1- - -mol L. .min

�
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همهء عبارت‌های داده‌شده، جملهء داده‌شده را به درستی کامل می‌کنند.
��ر��  ���رت ��  NaOH، یک باز قوی است که در صورت انحلال با آب، یون‌های
،HF aq H aq F aq( ) ( ) ( )

+ -+ -OH تولید می‌کند؛ با افزودن NaOH به تعادل

و  داده  واکنش  تعادل  در  موجود   H+ یون‌های با  سود،  انحلال  از  حاصل   OH- یون‌های
+H در تعادل کاهش یافته و طبق  H تولید می‌شود؛ بنابراین غلظت یون‌های O2 مولکول
یونیده  بیشتری   HF مولکول‌های  یون‌ها،  این  غلظت  کاهش  جبران  برای  لوشاتلیه  اصل 

می‌شوند؛ پس درجهء یونش اسید HF افزایش می‌یابد.
مول‌های  تعداد  مجموع  که  دارد  اثر  تعادل‌هایی  جابه‌جایی  بر  حجم  یا  فشار  تغییر   
تعادل در  حجم  کاهش  پس  نباشد؛  برابر  فراورده‌ها  با  واکنش‌دهنده‌ها  گازی 

CO هیچ تأثیری بر جابه‌جایی تعادل ندارد،  g H O g CO g H g( ) ( ) ( ) ( )+ +2 2 2

CO2 در واحد حجم افزایش پیدا می‌کند، غلظت  اما از آن‌جا که با کاهش حجم، تعداد مول 
این ماده نیز افزایش پیدا خواهد کرد. 

 ، Fe O s H g Fe s H O g
3 4 2 2

4 3 4( ) ( ) ( ) ( )+ + تعادل به   H2 گاز افزودن  با   
H2 اضافه‌شده )در جهت رفت(  از گاز طبق اصل لوشاتلیه تعادل در جهت مصرف بخشی 
جابه‌جا می‌شود؛ بنابراین غلظت بخار آب نیز افزایش می‌یابد. از آن‌جایی که در تعادل جدید، 
H2 هر دو زیاد شده است، پس سرعت هر دو واکنش رفت و برگشت در  H و O2 غلظت

تعادل جدید نسبت به تعادل قبلی بیشتر می‌شود.
2 گرماده است که با کاهش دما در این  2

2 2 3
SO g O g SO g( ) ( ) ( )+   واکنش

تعادل، طبق اصل لوشاتلیه برای جبران کم‌شدن دما، تعادل در جهت تولید گرما یا همان در 
جهت رفت جابه‌جا می‌شود؛ بنابراین ثابت تعادل افزایش می‌یابد.  
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انرژی  سطح  تفاوت  برابر  واکنش،  یک  آنتالپی 
حاصل با  که  است  فراورده‌ها  و  واکنش‌دهنده‌ها 

) در نمودار برابر است. )a b-
DH a b Ea= - < �

�
 DH  در واکنش‌های گرماگیر، مقدار انرژی فعال‌سازی واکنش همواره بیشتر از
( )D DH E Ha> >0 oÃ¬ I¶o¬  ÁIÀïy¹¨ H»: واکنش است:�

فعال‌سازی  انرژی  از  کم‌تر  واکنش‌دهنده  ذرات  انرژی  اگر   ٢  
واکنش باشد، واکنش انجام نمی‌شود )واکنش‌دهنده‌ها به فراورده تبدیل نمی‌شوند(.

٣ واکنش مورد نظر گرماگیر است؛ اما واکنش حذف NO در مبدل کاتالیستی خودروهای 
، گرماده می‌باشد. ( )2 2 2NO N O® + بنزینی

 در واکنش‌های گازی گرماگیر، مجموع آنتالپی پیوندها در مواد واکنش‌دهنده بیشتر از 
مجموع آنتالپی پیوندها در مواد فراورده است.

DH =
é

ë
ê

ù

û
ú -

IÀkº¼ÃQ  ÂP²ITºA  Ì¼µ\¶

½k¹Àjïy¹¨ H»  jH¼¶  nj
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ê

ù
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ú �
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